
Szkoªa Doktorska Nauk �cisªych i Przyrodniczych � Nauki Fizyczne
Egzamin pisemny

W rozwi¡zaniach przedstaw tok rozumowania prowadz¡cy do wyniku.
Ko«cowe wyniki oblicze« zapisz z dokªadno±ci¡ 3 lub 2 cyfr znacz¡cych, po odpowiednim
zaokr¡gleniu, np. 1,23456 · 10−19 ≈ 1,23 · 10−19 lub 1, 2 · 10−19.

Warto±ci wybranych staªych

pr¦dko±¢ ±wiatªa w pró»ni c ≈ 3,00 · 108 m/s

ªadunek elementarny e ≈ 1,60 · 10−19 C

staªa Coulomba ke ≈ 8,99 · 109 Nm2/C2

staªa Plancka h ≈ 6,63 · 10−34 Js ≈ 4,14 · 10−15 eV s

zredukowana staªa Plancka h̄ = h
2π ≈ 1,05 · 10−34 Js ≈ 6,58 · 10−16 eV s

staªa grawitacji G ≈ 6,67 · 10−11 Nm2/kg2

staªa Avogadra NA ≈ 6,02 · 1023 mol−1

staªa gazowa R ≈ 8,31 J/(K·mol)

staªa Boltzmanna kB ≈ 1,38 · 10−23 J/K ≈ 8,62 · 10−5 eV/K

staªa Rydberga R∞ ≈ 1,10 · 107 m−1

rydberg Ry ≈ 13,6 eV

masa elektronu me ≈ 9,11 · 10−31 kg≈ 511 keV/c2

masa protonu mp ≈ 1,67 · 10−27 kg ≈ 938 MeV/c2

jednostka masy atomowej u ≈ 1,66 · 10−27 kg ≈ 931 MeV/c2

Zadania 1�7 to zadania ªatwiejsze.

Oddaj (prze±lij) rozwi¡zania tylko czterech z tych zada«!

Za ka»de z tych czterech rozwi¡za« mo»esz zdoby¢ 6 punktów.

Zadania 8-12 to zadania trudniejsze.

Oddaj (prze±lij) rozwi¡zania tylko dwóch z tych zada«!

Za ka»de z tych dwóch rozwi¡za« mo»esz zdoby¢ 8 punktów.

1



Zadania ªatwiejsze

Zadanie 1. Oporniki

Obwód przedstawiony na rysunku skªada si¦ z niesko«czonej liczby oporników RA i RB.
Wyznacz opór zast¦pczy R tego obwodu.

Zadanie 1. Niesko«czony obwód oporników.

Zadanie 2. Spadanie Ziemi

Ile wynosiªby czas T �spadania� Ziemi na Sªo«ce, gdyby nagle zatrzymany zostaª jej ruch or-
bitalny? Rok trwa T0 ≈ 3,156 · 107 s.

Zadanie 3. P¦d fotonu i p¦d elektronu

Ile wynosi stosunek warto±ci pf , p¦du fotonu o energii E = 1,17 eV do warto±ci pe, p¦du elek-
tronu o energii kinetycznej równej E?
Masa spoczynkowa elektronu wynosi me = 511 keV/c2.

Zadanie 4. Wi¡zka ±wiatªa przechodz¡ca przez polaryzatory

Badano przechodzenie niespolaryzowanej wi¡zki ±wiatªa przez polaryzatory liniowe. Nat¦»enie
wi¡zki wynosiªo I0 (w jednostkach W/m2). Wszystkie polaryzatory byªy identyczne i zawsze
byªy ustawiane prostopadle do biegu wi¡zki.

a) Najpierw w wi¡zk¦ wstawiono tylko jeden z polaryzatorów. Nat¦»enie ±wiatªa za tym po-
laryzatorem wynosiªo (46 ± 1)% nat¦»enia pocz¡tkowego. Wymie« co najmniej dwa zjawiska,
które mogªy spowodowa¢ odchylenie stosunku nat¦»e« od 50%.

b) Nast¦pnie za pierwszym polaryzatorem wstawiono drugi. Pªaszczyzny polaryzacji obu po-
laryzatorów byªy równolegªe. Nat¦»enie ±wiatªa przechodz¡cego przez drugi polaryzator stanow-
iªo (94±1)% nat¦»enia ±wiatªa padaj¡cego na ten polaryzator. Czy ten wynik nie jest sprzeczny
z wynikiem opisanym w punkcie (a)? Odpowied¹ uzasadnij przeprowadzaj¡c odpowiednie
obliczenia.

c) Napisz wzór pozwalaj¡cy obliczy¢ nat¦»enie ±wiatªa po przej±ciu wi¡zki kolejno przez N ta-
kich polaryzatorów, je±li pªaszczyzna polaryzacji ka»dego kolejnego polaryzatora obrócona jest
o k¡t α w stosunku do pªaszczyzny polaryzacji poprzedniego. Uwzgl¦dnij parametr opisuj¡cy
efekt obserwowany w punktach (a) i (b).

Zadanie 5. Aktywno±¢ próbki

Ile wynosi aktywno±¢ próbki 210Po (emitera cz¡stek α), której masa wynosi 1µg?
Czas poªowicznego rozpadu 210Po wynosi okoªo 138 dni.
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Wskazówka: Aktywno±ci¡ promieniotwórcz¡ próbki nazywamy liczb¦ rozpadów promieniotwór-
czych w jednostce czasu.

Zadanie 6. Energie wªasne

Pewien ukªad kwantowy opisywany jest przez nast¦puj¡cy hamiltonian:

Ĥ =
1

2
h̄ω(â+ ib̂)(â† − ib̂†),

gdzie ω ma wymiar cz¦sto±ci, za± â i b̂ to operatory anihilacji opisuj¡ce dwa niezale»ne stop-
nie swobody. Znajd¹ energie wªasne tego ukªadu wiedz¡c, »e zachodz¡ nast¦puj¡ce zwi¡zki
komutacyjne:

[â, â†] = 1 = [b̂, b̂†], [â, b̂†] = 0 = [â, b̂].

Ponadto, n-ty stan wªasny operatora liczby wzbudze«, â†â, w ukªadzie a speªnia

â†â|na, nb〉 = na|na, nb〉, â|na, nb〉 =
√
na|na − 1, nb〉, â†|na, nb〉 =

√
na + 1|na + 1, nb〉

i analogicznie dla ukªadu b:

b̂†b̂|na, nb〉 = nb|na, nb〉, b̂|na, nb〉 =
√
nb|na, nb − 1〉, b̂†|na, nb〉 =

√
nb + 1|na, nb + 1〉

Zadanie 7. Rozkªad Poissona

Stwierdzono, »e podczas dy»uru lekarz jest wzywany ±rednio do 3 przypadków. Jakie jest praw-
dopodobie«stwo, »e dy»ur upªynie lekarzowi bez wezwania. Przyjmij, »e liczba wezwa« podczas
dy»uru podlega rozkªadowi Poissona.
Wskazówka: rozkªad Poissona o parametrze λ > 0 jest dyskretnym rozkªadem pradopodoboe«stwa:

Pλ(k) =
λk

k!
e−λ.

Zadania trudniejsze

Zadanie 8. Rowerzysta w poprzecznym wietrze

Rowerzysta jedzie z pr¦dko±ci¡ v = 8 m/s wzdªu» prostej, poziomej drogi. Las rosn¡cy po obu
stronach drogi osªania j¡ od wiatru. Poza lasem, prostopadle do drogi, wiatr wieje z pr¦dko±ci¡
u = 6 m/s. Ile razy wi¦ksz¡ moc¡ rowerzysta musi nap¦dza¢ rower, je±li chce utrzyma¢ staª¡
pr¦dko±¢ jazdy po wyjechaniu spod osªony lasu.
Wskazówka: siªa oporu powietrza jest proporcjonalna do kwadratu pr¦dko±ci poruszaj¡cego si¦
wzgl¦dem niego ciaªa. Przyjmij, »e warto±¢ tej siªy nie zale»y od kierunku ruchu ciaªa wzgl¦dem
powietrza.

Zadanie 9 Lód z przechªodzonej wody

Woda pozbawiona zanieczyszcze« i pozostawiona bez wstrz¡sów mechanicznych mo»e zosta¢
ochªodzona do temperatury TH ≈ 225 K (�48 �) i pozosta¢ w stanie ciekªym (tzw. stan
przechªodzenia). W temepraturze T ≤ TH , w ciekªej wodzie powstaj¡ i szybko rosn¡ krysz-
taªki lodu. Podobne zjawisko zachodzi, gdy przechªodzon¡ wod¦ w temperaturze T > TH
wstrz¡±niemy, np. wyjmuj¡c z zamra»alnika. Jaka masa, ml, lodu powstanie w butelce za-
wieraj¡cej m = 0, 5 kg wody przechªodzonej w zamra»alniku? Temperatura w zamra»alniku,
T0 = 263, 15 K (�10 �). Dane dla wody: temperatura topnienia, Tm = 273, 15 K, ciepªo top-
nienia, L = 333, 6 J/g, ciepªo wªa±ciwe przechªodzonej wody, cw = 4, 2 J/(g·K), ciepªo wªa±ciwe
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lodu, cl = 2, 1 J/(g·K). Tworzenie i wzrost kryszaªów lodu s¡ na tyle szybkie, »e mo»na pomin¡¢
wymian¦ ciepªa z otoczeniem (przez ±cianki butelki).

Zadanie 10. Szacowanie masy neutrina

Neutrina s¡ cz¡stkami elementarnymi o bardzo maªej masie spoczynkowej i bardzo sªabo odd-
ziaªuj¡cymi z materi¡, co powoduje, »e bardzo trudno je bada¢. 23 lutego 1987 roku w de-
tektorze Kamiokande zarejestrowano �bªysk� neutrin trwaj¡cy ∆t ≈ 2 s, a energie zareje-
strowanych neutrin mie±ciªy si¦ w zakresie od ok. 8 MeV do ok. 40 MeV. Przyj¦to, »e zostaªy
one wyemitowane podczas wybuchu supernowej SN1987A odlegªej od Ziemi o L ≈ 170 000
lat ±wietlnych. Przyjmij, »e wszystkie obserwowane neutrina byªy neutrinami tego samego
rodzaju (elektronowymi) i wyemitowane zostaªy jednocze±nie i na tej podstawie oszacuj ich
mas¦ spoczynkow¡ mν . Rok trwa T0 ≈ 3,156 · 107 s.

Zadanie 11. Absorbancja

Zmierzono widmo absorpcyjne roztworu zawieraj¡cego biaªko i nukleozyd, umieszczaj¡c roztwór
w kuwecie kwarcowej o drodze optycznej l = 0, 5 cm. Absorbancja przy dªugo±ci fali 280 nm
i 260 nm wynosiªa odpowiednio A280nm = 0,72 i A260nm = 0,68, a tªo widma jest na poziomie
Aλ>340nm = 0,02. Nast¦pnie roztwór mieszaniny dwukrotnie rozcie«czono tym samym roz-
puszczalnikiem, w jakim byª sporz¡dzony pierwszy roztwór, i ponownie zarejestrowano widmo
w tej samej kuwecie. Tym razem dla dªugo±ci fali 280 nm i 260 nm absorbancja wynosiªa
odpowiednio A280nm = 0,37 i A260nm = 0,35, a tªo nie zmieniªo si¦.
Wyznacz st¦»enie ka»dego ze skªadników mieszaniny znajduj¡cej si¦ w roztworze, wiedz¡c, »e
w warunkach pomiaru dziesi¦tne molowe wspóªczynniki absorpcji dla dªugo±ci fali 260 nm i
280 nm wynosz¡: εbialko260nm = 12 000 M−1cm−1 dla biaªka i εnukleozyd260nm = 14 000 M−1cm−1 dla nuk-
leozydu oraz εbialko280nm = 35 000 M−1cm−1 dla biaªka, a nukleozyd w tej dªugo±ci fali nie absorbuje.
Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 12. Wiruj¡cy pier±cie«

Punkt materialny o masie m mo»e porusza¢ si¦ po gªadkim okr¦gu o promieniu R obracaj¡cym
si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ Ω wokóª pionowej osi przechodz¡cej przez ±rodek okr¦gu (patrz rysunek).
Ukªad znajduje si¦ w zewn¦trznym, jednorodnym polu grawitacyjnym o przyspieszeniu g.
Wyznacz poªo»enia równowagi punktu materialnego m i zbadaj ich trwaªo±¢. Nast¦pnie wyz-
nacz cz¦sto±¢ maªych drga« punktu materialnego m wokóª poªo»enia równowagi trwaªej.

Zadanie 12. Wiruj¡cy pier±cie«
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