Warszawska Szkota Doktorska Matematyki i Informatyki

Egzamin wstepny, 12 lipca 2021

Na kolejnych stronach znajduje sie 16 zadan dotyczacych réznych obszarow matematyki i in-
formatyki. Nalezy wybrac¢ i rozwiaza¢ dowolne 4 z nich. Kazde zadanie jest warte tyle samo
punktow.

Zadania mozna wybiera¢ dowolnie, tj. kandydaci na studia w dyscyplinie matematyka moga
rozwigzywac takze zadania “informatyczne” i na odwrot.

Kazde zadanie sktada sie z kilku podzadan o poréwnywalnej wielkosci, jednak kazde zadanie
(tj. wszystkie jego podpunkty) jest punktowane jako catosé.

Mozesz sprobowa¢ rozwiaza¢ wiecej niz 4 zadania. Wszystkie te rozwiazania beda ocenione,
jednak tylko 4 najlepiej ocenione zadania wejda w sktad Twojej ogolnej oceny.

Wszystkie odpowiedzi nalezy odpowiednio uzasadnié.
Kazde zadanie nalezy rozwiazywac¢ na osobnej kartce podpisanej imieniem i nazwiskiem i ozna-

czonej numerem zadania.

Powodzenial



1. Analiza

Rozwazmy funkcje f: R — R
2

f(x):Z:l(l_i_xQ)n_i_l'

(i) Wyznaczy¢ jawny wzor funkeji f, bez nieskonczonej sumy.

(ii) Czy szereg jest zbiezny jednostajnie na R? Czy jest zbiezny niemal jednostajnie na R? Czy
jest zbiezny niemal jednostajnie na (0, +00)?

(iii) Rozwazmy przestrzen z miara (R4, B(R4), 1), gdzie B(R4) jest o-ciatem zbioréow borelowskich
na Ry, a miary u,d, : B(Ry) — [0,00) przyjmuja postac

- . 1 daneA
u(A) = Zlnén(A), gdzie on(A) { 0 dland A’

dla dowolnego zbioru A € B(R) i liczby natralnej n > 0. Obliczy¢

$2
/R+ 15 gy

(iv) Obliczy¢ sume szeregu
o

Z cosT(lT!zz) '

n=0

Czy ten szereg jest jednostajnie zbiezny na R?

2. Algebra liniowa

1. Dla przeksztalcenia liniowego pomiedzy przestrzeniami liniowymi f : V. — W niech im(f)
oznacza obraz f. W przestrzeni endomorfizéw liniowych End(R?) rozwazmy podzbior

Yo(R?) = {f € End(R?) | dimim(f) = 2}.

(i) Uzasadni¢, ze dla dowolnych f, g € Y9(R?) mamy 1 < dimim(fog) < 2.
(ii) Wskaza¢ przyklady endomorfizmow f;, g; € Yo(R3) dla i = 1,2, takich, ze

dimim(fiog;) =1i.



(iii) Niech V' bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad C. Dla liczby naturalnej
k definiujemy podzbiér zbioru endomorfizmow

(V) ={f € End(V) | dimim(f) =k} .
Dla ustalonych liczb naturalnych 0 < k£ < ¢ < dim V znalezé zbior

(meN|3f eXp(V), g eSu(V), foge S(V)} CN.

(iv) Czy odpowiedz w punkcie (iii) jest zalezna od wlasnosci ciata (np. charakterystyki)?
. Algebra

Niech R oznacza cialo liczb rzeczywistych oraz niech I = (22 + 2 + 1) bedzie ideatem pierscienia
wielomianow R[z].

(i) Uzasadnic¢, ze pierscien ilorazowy R|x]/I jest cialem.

(ii) Przedstawi¢ element (2% 4+ 2% — 22+ 1) + I w postaci a + bz + I, a,b € R. Znalezé odwrotnosé
tego elementu.

(iii) Czy pierscien Zz[z]/(z% + x + 1) jest cialem?

(iv) Jesli odpowiedz w (iii) jest negatywna, to wskazaé¢ dowolna liczbe pierwsza p (o ile taka istnieje),
dla ktoérej pierscient
Zplx)/ (2 + x + 1)

jest ciatem.

. Réwnania rézniczkowe zwyczajne
Rozwazmy réwnanie rézniczkowe zwyczajne postaci
ar” +b(z,t)x’ + c(z,t) = 0, (1)
gdzie a € R natomiast b,c: 2 — R, dla otwartego zbioru @ C R x R .
(i) Poda¢ rozwiazanie zagadnienia (1) w przypadku

a=0, b(z,t)=t, c(z,t)=—-xln <%> ,

z warunkiem poczatkowym z(1) = 1.



(ii) Niech a # 0. Poda¢ mozliwie ogdlne zaltozenia dotyczace funkcji b i ¢, przy ktorych zagadnienie
posiada jednoznaczne rozwiazanie z warunkami poczatkowymi z(0) = A 1 2/(0) = B.

(iii) Podaé¢ przykltad zagadnienia , dla ktorego przynajmniej jednego rozwigzania nie mozna
przedtuzy¢ na caly zbiér R.. Wyjasnié¢ swoj wybor.

(iv) Zbada¢ stabilnosé¢ rozwiazania stacjonarnego dla réwnania postaci

a=1; blz,t)=b0>0; c(z,t)=ca® ¢>0.

. Topologia
Niech X i Y beds topologicznymi przestrzeniami Hausdorffa.

(i) Niech A C Y bedzie podzbiorem zwartym. Wykazaé¢, ze przestrzen ilorazowa Y /A jest prze-
strzenia Hausdorffa.

(ii) Zalozmy, ze przestrzenie X i Y sa zwarte, xop € X, za§ A C Y jest niepustym podzbiorem
domknietym. Wykazaé, ze jesli podprzestrzenie X \ {zo} 1 Y \ A sa homeomorficzne, to przestrzen
X jest homeomorficzna z przestrzenia ilorazowa Y/A.

(iii) Wskaza¢ kontrprzyktad do powyzszego stwierdzenia z odrzuconym zalozeniem o zwartosci X

badz Y.

(iv) Niech D? bedzie jednostkowym dyskiem w R2, a S* jego brzegiem. Udowodnié, ze przestrzeit
ilorazowa D?/S?' jest homeomorficzna ze sfera S2.

. Prawdopodobieristwo

(i) Rzucamy 3 razy symetryczna moneta. Wiemy, ze wypadla nieparzysta liczba ortow. Jaka jest
szansa, ze wypadty 3 orty?

(ii) Rzucamy n razy symetryczna moneta. Jaka jest najmniejsza liczba rzutow n, tak, aby szansa,
ze wypadl orzet przynajmniej jeden raz byla wieksza niz 0, 9997

(iii) Losujemy punkty plaszczyzny. Wylosowany punkt jest zmienna losowa o dwuwymiarowym
rozktadzie normalnym o wektorze wartosci oczekiwanej rownemu (0, 0) oraz macierzy kowariancji
Y = Diag(1,1). Wyznaczy¢ gestos¢ zmiennej losowej oraz obliczy¢ $rednia odlegtosé wylosowa-
nego punktu od poczatku uktadu wspoétrzednych.

(iv) Niech (X,Y’) bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na

Q:={(r,y):0<x<y<1}.



Wyznaczyé gestosé rozktadu warunkowego X pod warunkiem Y = y. Obliczy¢ warunkows wartosé
oczekiwang X pod warunkiem Y = y.

. Funkcje Analityczne

Przyjmijmy R_ = {t € R | ¢t < 0}. Dla z € C niech Re(z) oznacza cze$¢ rzeczywista. Niech
Log : C\ R_ — C bedzie galezia gtowna logarytmu.

(1) Znalezé czes¢ rzeczywista 1 urojona funkeji f(z) = (z — 1)Re(Log 2).
(ii) Wyjasni¢, w jakich punktach funkcja f spelnia réownania Cauchy-Riemanna.

(iii) Sprawdzi¢, ze g(z) = z(Log z — 1) jest funkcja pierwotna dla Log z i znalez¢ catke f7 Log zdz,
gdzie v : [0,1] — C jest krzywa zadana wzorem ~(t) =t — (1 —t).

(iv) Znalez¢ calke f,y Log z dz, gdzie 7 jest krzywa zdefiniowana w (iii).
. Analiza funkcjonalna

Niech 7 := {z = (z1,22,...) : ||2]p := (322, |2:P)'/P < oo} bedzie przestrzenia ciagow z norma
I llp, T < p < o0

(i) Pokazaé, ze kula B := {z € £3 : ||x||3 < 1} nie jest zwarta.

(ii) Udowodni¢, ze dla = € 03/2 oraz y € B zachodzi nier6wnosé

o0
> @iy < ||l 2.
=1

(iii) Niech A(z) = (21, 1z2, 323, ..., 22y, ...). Pokazaé, ze A : €2 — (2 jest operatorem liniowym,
ograniczonym i zwartym.

(iv) Niech T : £2 — (2 bedzie samosprzezonym operatorem (liniowym i ograniczonym) okreslonym
dodatnio (ang. positive definite), tzn. istnieje stata ¢ > 0 taka, ze

(Tz,z) > c||z||3 dla kazdego z € £2,

gdzie (z,y) := Y20, z;y; dla z,y € 2. Udowodni¢, ze dla dowolnego y € ¢? oraz liczby A > —c
istnieje dokladnie jeden = € £2 taki, ze T'(x) + Az = y. Pokaz, ze kazda warto$¢ wlasna operatora
T jest wicksza lub réwna c. Znajdz przyklad niezerowego operatora samosprzezonego T : ¢? — (2,
ktory nie ma niezerowych wartosci wlasnych.



9. Jezyki programowania
(a) Nastepujacy program w jezyku C:

#include <stdio.h>
#define SUM(a,b) a+b
int main()

{
int x = 2; int y = 3;
printf ("%d",SUM(x,y)*5);
return O;

}

nie wypisuje liczby 25, tylko pewna inna liczbe. Jaka to liczba? Dlaczego tak sie dzieje?

(b) Opisz zbior tych par poczatkowych wartosci zmiennych catkowitoliczbowych x iy, dla ktorych
ponizsza petla w jezyku C sie zatrzymuje:

while (x>y) y+=(--x)
Mozesz zatozyé, ze zmienne moga przyjmowaé dowolne wartosci catkowite.
(c) Podaj typy funkcji £ i g zdefiniowanych w nastepujacym ciagu deklaracji w jezyku OCaml:

let x:int = 5
let fy=y +x
let gz=21%f +x

(d) W jezyku Haskell, zal6zmy ze mamy dana funkcje
plus :: [Int] -> [Int] -> [Int]

ktora dodaje do siebie odpowiadajace sobie elementy dwoch list liczb catkowitych, na przy-
ktad:

plus [1,2,3] [4,5,6] = [5,7,9].

Podaj dziesieé¢ pierwszych elementéw listy s zdefiniowanej wyrazeniem:
let s = 0:1:(plus s (tail s))

Co to za ciag liczb?

10. Matematyka dyskretna

W tym zadaniu rozwazamy liczby calkowite nieujemne w zapisie dziesietnym (bez zer wiodacych).
Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita.

(a) Ile jest liczb n-cyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest podzielny przez 107



(b) Ile jest liczb n-cyfrowych, ktorych iloczyn cyfr daje reszte 3 z dzielenia przez 57

(c) Ile jest par liczb n-cyfrowych (a,b), takich ze podczas dodawania pisemnego liczb a i b nie
nastepuje zadne przeniesienie?

(d) Ile jest liczb ztozonych z co najwyzej n cyfr, ktore zawieraja podciag cyfr 1, 27
We wszystkich punktach oczekiwany jest wzor jawny (zwarty) lub dokladny opis sposobu uzyskania
takiego wzoru.
11. Algorytmy i struktury danych
Na wejsciu dana jest tablica reprezentujaca ciag n liczb ze zbioru {—10,...,10}. Dla kazdego z
ponizszych probleméw zaproponuj algorytm o zlozonosci liniowej rozwiazujacy ten problem.
(a) Dla podanej na wejsciu liczby k, wybra¢ podciag ciagu zlozony z k elementéw o najwiekszej
sumie.

(b) Dla podanej na wejsciu liczby parzystej k, wybraé¢ podciag ciagu ztozony z k elementéw o
najwiekszym iloczynie.

(¢) Sprawdzié, czy ciag zawiera spdjny podciag o sumie réwnej 0.
(d) Sprawdzié¢, czy ciag zawiera podciag o sumie rownej 0.
12. Logika Rozwazamy logike pierwszego rzedu tylko z rownoscia, bez zadnych dodatkowych symboli
relacyjnych ani funkcyjnych.
Podaj zbiory zdan o ponizszych wlasnosciach albo uzasadnij ze takie zbiory nie istnieja:
(a)
(b)
(c) zbior zdan, ktory ma dowolnie duze modele skonczone, ale zadnych modeli nieskoriczonych;
(d)

skoriczony zbior zdan, ktéry ma modele, ale tylko skoniczone;

skoriczony zbioér zdan, ktéry ma modele, ale tylko nieskonczone;

zbiér zdan, ktéry ma model skoriczony o n elementach wtedy i tylko wtedy kiedy n jest liczba
pierwsza.

13. Automaty i jezyki formalne
Dla dowolnej grupy skoriczonej G = (G, -, 1), zdefiniujmy funkcje Ilg : G* — G przed indukcje:
Ig(e) =1 lIg(aw) = a-Ug(w) dlaae G,we G*,

oraz zdefiniujmy jezyk:
Lg = {w e G*: Hg(w) = 1}.

Uzasadnij nastepujace stwierdzenia:

(a) Dla dowolnej grupy skoniczonej G, jezyk Lg jest regularny.
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15.

(b) Dla dowolnej grupy skoriczonej G, kazdy deterministyczny automat skonczony rozpoznajacy
Lg ma co najmniej |G| stanow.

(c) Dla dowolnej grupy skonczonej G, kazdy niedeterministyczny automat skoriczony rozpozna-
jacy Lg ma co najmniej |G| stanow.
(d) Niech G = S,, bedzie grupa wszystkich permutacji zbioru n-elementowego. Wtedy istnieje
niedeterministyczny automat skonczony o O(n?) stanach, ktory rozpoznaje jezyk G* — Lg.
Ztozonosé obliczeniowa

Dla jezyka L C ¥*, zdefiniujmy:

F={vey:3weX(lwl = v Avw e L)},
L ={vex: Iwex(jw =|v|Awv e L)}.

Uzasadnij nastepujace stwierdzenia:

(a) Jesli L jest w klasie PTIME to I7 i 7L sa w klasie NP.

(b) Jesli L jest w klasie PSPACE to I7 i 7L tez sa w klasie PSPACE.
(c) Istnieje jezyk L w klasie PTIME taki ze I7 i L sa NP-zupelne.
(d) Istnieje NP-zupelny jezyk L taki ze I7 i 7L sa w klasie PTIME.

Programowanie wspétbiezne

W architekturach z pamiecia dzielona, w ktérych wiele watkéw moze wykonywaé operacje odczytu
i zapisu zmiennych dzielonych, popularnym modelem spdjnodci opisujacym semantyke dostepu do
takich zmiennych jest spdjnosé sekwencyjna (ang. sequential consistency). Rozwazmy nastepujacy
program, ktory sklada sie z trzech watkéw, t1, t2 oraz t3, wykonujacych operacje odczytu i zapisu
trzech zmiennych dzielonych, x, y i z.

int x =0, y =0, z =0;

void t1(0) { void t20) { void t30) {
x =1; y =1; z =1;
print(y); print(x); print(x);
print(z); print(z); print(y);
} } }

Wszystkie watki sa aktywowane mniej wiecej w tym samym czasie, a ich dostepy do zmiennych
sa spojne sekwencyjnie. Funkcja print wypisuje wartosé¢ swojego argumentu, a jej kazdorazowe
wykonanie jest atomowe, tj. miedzy obliczeniem wartosci argumentu a jej wypisaniem nie sg wy-
konywane zadne operacje.

Majac dane te zatozenia, ktore z nastepujacych stwierdzen sa prawdziwe?

(a) Ciag znakoéw 001011 jest poprawnym wyjsciem programu.
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(b) Ciag znakow 001101 jest poprawnym wyj$ciem programu.
(c) Ciag znakow 110011 jest poprawnym wyjs$ciem programu.
(d) Istnieje doktadnie jeden ciag znakow, ktory rozpoczyna sie od 000 i jest poprawnym wyjsciem
programu.
Bioinformatyka

Zalozmy, ze nagroda za dopasowanie (match) ma warto$¢ a > 0, kara za spacje (gap) to 8 > 0,
a kara za niedopasowanie (mismatch) to v > 0. Dla pary sekwencji MIMUWAAMIMUW oraz
MIMUWCCMIMUW:

(a) wyznacz optymalna wartosé¢ globalnego uliniowienia w zaleznosci od a, 5 i 7,

(b) scharakteryzuj mozliwe optymalne uliniowienia globalne oraz podaj ich liczbe,

(c) jak w (a) i (b) dla uliniowien lokalnych, ale przy zalozeniu, ze 8 = .



