Warszawska Szkota Doktorska Matematyki i Informatyki

Egzamin wstepny, 3 lipca 2020

Na kolejnych stronach znajduje sie 16 zadan dotyczacych réznych obszarow matematyki i in-
formatyki. Nalezy wybrac¢ i rozwiaza¢ dowolne 4 z nich. Kazde zadanie jest warte tyle samo
punktow.

Zadania mozna wybiera¢ dowolnie, tj. kandydaci na studia w dyscyplinie matematyka moga
rozwigzywac takze zadania “informatyczne” i na odwrot.

Kazde zadanie sktada sie z kilku podzadan o poréwnywalnej wielkosci, jednak kazde zadanie
(tj. wszystkie jego podpunkty) jest punktowane jako catosé.

Mozesz sprobowaé¢ rozwiaza¢ wiecej niz 4 zadania. Wszystkie te rozwiazania beda ocenione,
jednak tylko 4 najlepiej ocenione zadania wejda w sktad Twojej ogolnej oceny.

Wszystkie odpowiedzi nalezy odpowiednio uzasadnié.
Kazde zadanie nalezy rozwiazywac¢ na osobnej kartce podpisanej imieniem i nazwiskiem i ozna-

czonej numerem zadania.

Powodzenial



1. Algebra liniowa

Niech n > 1 bedzie liczba naturalna. Rozwazamy przestrzen liniowa V = R" ze standardowym
iloczynem skalarnym. Iloczyn skalarny wektorow v,w € V jest oznaczany przez (v,w). Niech
e1, €a,...e, bedzie standardows bazag. Niech f : V — V bedzie przeksztatceniem liniowym takim,
ze

eir1—e dlai=1,2,...n—1
f(ei)—{ i

e1 — én dlai=mn.
Niech A = f* o f, gdzie f* jest przeksztalceniem sprzezonym do f, tzn. dla v,w € V mamy

(f(v),w) = (v, f*(w)).

(a) Dla n = 3 znajdz baze V skladajaca sie z wektorow wlasnych A.

(b) Dla kazdego n > 1 udowodnij, Ze istnieje przeksztalcenie liniowe 7 : V' — V takie, ze
ToA=Aom, TOmW =T

oraz obraz 7 jest rowny ker(A).

(c¢) Dla kazdego n > 1 udowodnij, ze wartosci wlasne A sa nieujemnymi liczbami rzeczywistymi.
(d) Dla kazdego n > 1 udowodnij, ze ker(A) = ker(f) i znajdz baze ker(A).



2. Algebra
Niech G = A4 bedzie grupa wszystkich permutacji parzystych zbioru {1, 2, 3,4}.

(a) Wyznaczy¢ |G|.

(b) Znalez¢ podgrupe H C G, ktora jest nietrywialnym, wtasciwym dzielnikiem normalnym grupy

G.

(c¢) Niech K C G bedzie podgrupa rzedu 3. Dowiesé, ze K nie jest podgrupa normalna grupy G.
Podaé przyktad takiej podgrupy.

(d) Znalez¢ minimalny uklad generatorow grupy G.

3. Topologia
Niech M bedzie otwarta wstega Mobiusa, ktora definiujemy jako przestrzen ilorazowa

M =[-10,10] x (=1,1)/ ~,

gdzie
(s, )~ (s t) & (s=§ At=t)V (s=-10 A 8 =10 A t=-1)).

(a) Niech Z bedzie zbiorem liczb catkowitych. Czy produkt
JJ R
Y/
z topologia produktows (topologia Tichonowa) zawiera przeliczalny podzbior gesty?

(b) Udowodnij, ze M zawiera podprzestrzen S, ktora jest homeomorficzna z okregiem S' taka,
ze M\ S jest przestrzenia spojna.

(c) Oblicz grupe podstawowa 1 (M).
(d) Niech N = {[(s,t)] € M : [t| > }. Rozwazmy przestrzen ilorazowa P = M/N. Udowodnij,
ze dla dowolnych dwoch punktow x,y € P istnieje homeomorfizm ¢ : P — P taki, ze ¢(x) = y.
4. Prawdopodobieristwo

Zmienna losowa X ma rozktad geometryczny

P(X =z)=(1-p)p*, z=0,1,2,...

)

dla pewnego 0 < p < 1.

(a) Wyznacz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze X > 10.

(b) Wylicz prawdopodobienistwo, ze X jest liczba parzysta. Czy jest ono wigksze niz prawdopo-
dobienstwo uzyskania liczby nieparzystej?



(c) Oblicz wartosé oczekiwanag EX.

(d) Wylicz wartosé¢ oczekiwana X pod warunkiem, ze X jest liczba parzysta. Czy jest ona wieksza
niz bezwarunkowa wartos¢ oczekiwana EX7?

5. Analiza

Niech @ = {z € R? : ((z1 — 1)* + 23) ((#1 + 1) + 23) = 1} i niech f : R? — R bedzie funkcja
rozniczkowalna.

(a) Czy f osiaga swoje globalne minimum i maksimum na Q7 OdpowiedZ uzasadni¢.

(b) W jakich punktach (Z1,Z2) € @ istnieja ciagta funkcja h zdefiniowana na otoczeniu Ny punktu
Z1 1 otoczenie Ny punktu Zs takie, ze Q N (N1 X No) = {(z1,h(x1)) : 1 € N1}?
W ktorych punktach kazda taka funkcja h jest rézniczkowalna?

(¢) Opisa¢ metode mnoznikéw Lagrange’a. Sformulowaé odpowiednie twierdzenie. W ktorych
punktach @) zalozenia twierdzenia sg spetnione?

(d) Niech f = 22 — 22. Obliczy¢ minima i maksima f na @ (Uwaga: mnozniki Lagrange’a daja
wynik dosé¢ szybko)

6. Funkcje analityczne

Niech F(z2) = € C(z) bedzie funkcja wymierna.

1
224z+1

(a) Znalez¢ bieguny F'(z) w dziedzinie zespolonej.

(b) Obliczy¢ wszystkie residua F(z) w dziedzinie zespolonej.

(c) Niech I' = {z € C: |z| = 5}. Obliczy¢ [ F(z)dz, gdzie I ma standardows orientacje.
)

(d) Obliczy¢ ffooo F(x)dx (gdzie traktujemy F' jako funkcje rzeczywista).

7. Analiza funkcjonalna

Niech V = L(]0, 7]) bedzie przestrzenia funkcji catkowalnych w kwadracie na odcinku [0, 7] i niech
Vb bedzie podprzestrzenia skladajaca sie z funkcji o §redniej rownej 0. Operator T : Vy — V jest
zadany formuly Tf(x) = [ f(t)dt.

(a) Pokazac, ze T jest operatorem ograniczonym. Znalezé jego norme.

(b) Znalez¢ izometrie S : V' — Vj taka, ze ST jest operatorem samosprzezonym.

(c) Czy istnieja ciagle operatory A : Vy — C([0,7]) i B : C([0,7]) — V takie, ze T = BA? Tu
C([0,7]) oznacza przestrzen Banacha funkcji ciagltych na [0, 7] z norma supremum. Czy T
jest operatorem zwartym?



(d)

Ustalmy liczbe catkowita n > 0. Niech p(n) bedzie réwne infimum zbioru norm operatorow
R :V — Vj takich, ze RT is jest izometrig na pewnej n-wymiarowej podprzestrzeni W C Vj,
to znaczy
p(n) = inf {HRH AW CV dim(W)=n, VfeW |RT(f)| = \f|}
R: V=V
(tu || - || oznacza norme operatorowa, a | - | oznacza norme L? w przestrzeni funkcji). Oblicz
p(n).

Wskazowka: W powyzszych problemach zastosuj bazy ortogonalne sktadajace sie z funkeji f,,(t) =
cos(nt) i gn(t) =sin(nt), n=1,2,3,....

8. Roéwnania rézniczkowe zwyczajne

(a)

Rozwazmy f : R — R, rozniczkowalna, ograniczona, o ograniczonej pochodnej i doktadnie
trzech punktach zerowych: x; < xo < x3, przy czym f(z) > 0 wtedy i tylko wtedy gdy
x € [x1, 23], jak na szkicu.

'S 5‘

\/‘I
Rozwazy¢ réwnanie rézniczowe zwyczajne

@(t) = fz(t))

z warunkiem poczatkowym x(0) = xo.

(1)

Jakie sa rownowagi (czyli punkty stacjonarne) i ktore z nich sa stabilne w sensie Lapunowa?
Czy istnieje ¢ takie, ze limy_ o 2(t) = +007

Czy istnieje ¢ takie, ze limy_, 4o 2(t) = —00?

Ktore z rownowag moga by¢ lim;_, o x(t) dla x nie bedacego staty?

Sformutowaé twierdzenie Picarda-Lindeloffa o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan rownain
rozniczkowych zwyczajnych. Czy stosuje sie ono do Réwnania ?

0 -1

Rozwazmy A = [ 10

} i rownanie rézniczkowe zwyczajne w R?

(t) = Az(t) + b

z warunkiem poczatkowym z(0) = z,

gdzie b € R? jest statym wektorem.



Bez jego rozwiazywania, znajdz rownowage i odpowiedz, jaki to rodzaj rownowagi (zlew/wezel
stabilny, siodlo, etc.)?
Wyliczy¢ wszystkie warunki poczatkowe xg, dla ktérych trajektoria x zbiega do réwnowagi.

Rozwazmy rownanie rézniczkowe

i(t) = Cx(t), (3)
gdzie C jest macierza rzeczywista 2 x 2.
Niech 1 1 y2 beda dwoma rozwigzaniami rownania takimi, ze y1(0) 1 y2(0) sa wektorami
liniowo niezaleznemi.
Zdefiniujmy macierz

M(t) = [y1(t), y2(t)] -
Rozwazmy réwnanie rézniczkowe
z(t) = Cz(t) + B(t)

z warunkiem poczatkowym z(0) = z,

(4)

gdzie B : R — R? jest funkcja ciagla. Wyrazié¢ rozwigzanie réwnania (@) uzywajac M (t),
B(t) i ZQ-

9. Jezyki programowania

(a)

(c)

(d)

Podaj typy funkcji £ i g zdefiniowanych w nastepujacym ciagu deklaracji w jezyku OCaml:

let x:int = 4
let £ a b a+b+x
let g=1£f1

Podaj najstabszy warunek logiczny ¢, ktéry gwarantuje poprawnosé ponizszego stwierdzenia
w logice Hoare’a dla dowodzenia poprawnosci programéw operujacych na zmiennych catko-
witoliczbowych (o sktadni zaczerpnietej z jezyka C):

{#}

if (x>y) z = x-y; else z = y-x;

{z=y}

Podaj pierwszych 10 elementéw listy x, zdefiniowanej w jezyku Haskell nastepujgco:
let x = 0:1:(map (\n -> 1-n) x)

Dla nastepujacych klas w jezyku Java:



10.

11.

class A {
void £O0 {gOO;h(;}
void g() {System.out.print("1");}
void h() {System.out.print("2");}

b

}

class B extends A {

void h() {System.out.print("3");}
}
jaki bedzie efekt wykonania nastepujacych instrukeji?
A a =new A(); A bl = new B(); B b2 = new B();
a.fO; b1.£0O; b2.£0);

A jaki bylby efekt, gdyby wszystkie metody w obu klasach byly zadeklarowane ze stowem
kluczowym static? Odpowiedzi krotko uzasadnij.

Matematyka dyskretna

Dane jest n > 0 koralikow.

Zalézmy najpierw, ze kazdy koralik ma inny kolor.

(a) Na ile sposobow mozna wybraé¢ parzyscie wiele koralikow?

(b) Na ile sposob6w mozna wybraé¢ co najwyzej n/2 koralikow?
Zalézmy teraz, ze n jest podzielne przez 3, a i-ty koralik ma kolor ¢ mod 3.

(¢) Na ile sposobow mozna wybra¢ k koralikow, przy czym 0 < k < n/3?

(d) Ogolniej, na ile sposobéw mozna wybraé k koralikow, przy czym 0 < k < n?

Dwa sposoby wyboru koralikéw uwazamy za rozne, jesli liczby koralikéw poszczegdlnych koloréw
w tych sposobach sa rozne. We wszystkich punktach oczekiwany jest wzor jawny (zwarty).

Algorytmy i struktury danych

Dane jest n liczb catkowitych dodatnich oznaczajacych masy czasteczek. Dwie czasteczki o tych
samych masach moga potaczyé¢ sie w jedna, o masie bedacej sumg ich mas. Zbiér czasteczek
nazywamy stabilnym, jesli nie da si¢ potaczyé¢ zadnych dwoch czasteczek. Czasteczki o tej samej
masie uznajemy za nierozroznialne. Zakladamy, ze koszt operacji arytmetycznych jest O(1).

(a) Udowodnij, ze z kazdego zbioru czasteczek mozna otrzymac tylko jeden zbior stabilny.

(b) Zaproponuj strukture danych, ktora pozwala na dodawanie czasteczek do poczatkowo pu-
stego zbioru i po kazdej takiej operacji podaje rozmiar zbioru stabilnego odpowiadajacego
aktualnemu zbiorowi czasteczek. Zamortyzowany koszt operacji na strukturze w przypadku
wykonania n operacji wstawienia powinien byé¢ O(logn).



(c) Zaproponuj (deterministyczny) algorytm liniowy, ktory dla danego zbioru czasteczek wyzna-
cza wynikowy zbidr stabilny w przypadku, gdy masy wszystkich czasteczek sa uporzadkowane
niemalejaco.

(d) Zaproponuj (deterministyczny) algorytm liniowy, ktory dla danego zbioru n czasteczek wy-
znacza wynikowy zbior stabilny w przypadku, gdy masy wszystkich czasteczek sa z zakresu
{1,...,n%}.

12. Logika

Podaj zdania w logice pierwszego rzedu (z rownoscia, nad wybrana przez siebie sygnatura ztozona
z symboli relacyjnych i/lub funkcyjnych) o ponizszych wlasnosciach, albo uzasadnij ze takie zdania
nie istnieja:

(a)
(b)
()

)

(d) zdanie, ktore ma dowolnie duze modele skoriczone, ale zadnych modeli nieskoriczonych.

zdanie, ktére ma modele, ale tylko dwuelementowe;
zdanie, ktére ma dowolnie duze modele skoniczone, ale tylko o parzystym rozmiarze;

zdanie, ktére ma modele, ale tylko nieskonczone;

13. Automaty i jezyki formalne
Rozwazmy funkcje @ : {0,1}% — {0, 1} zdefiniowana jak nastepuje:

000=0 191=0 10=1 0pl=1

Rozszerzamy ja na stowa nad alfabetem {0, 1} tak, ze dla dowolnych v, w € {0,1}* oraz a,b € {0, 1}
zachodzi:

whe=w Ehw=w ua @ wb = (u® w)(a ® b)

Dla przyktadu 000000111 & 1010 = 000001101. Dodatkowo, dla dwoch jezykéw K, L definiujemy
Ko Ljako{k®l|ke K,leL}.

(a) Znajdz wszystkie takie jezyki K C {0, 1}* ze dla kazdego L C {0,1}* zachodzi:
L=(LOoK)®K

(b) Napisz wyrazenie regularne dla jezyka 0* @ 1* @ 1* @ 1*.

(¢) Udowodnij, ze dla dowolnego jezyka regularnego R oraz stowa w € {0,1}*, jezyk R® {w} jest
regularny.

(d) Udowodnij, ze jezyk L = {1-0"-1?" | n € N} & {1-0?™-1™ | m € N} nie jest bezkontekstowy.



14. ZYozonosé obliczeniowa

Niech ¢ oznacza standardows reprezentacje formuty rachunku zdaniowego ¢ jako stowa nad skori-
czonym alfabetem ¥ = {0,1,V, A, —, (,)} gdzie zmienne zdaniowe sg reprezentowane jako liczby w
zapisie dwojkowym. Rozwazmy jezyk nad alfabetem 3 U {$}:

L ={¢$¢ : ¢ i 1 nie s3 rownowazne}
Uzasadnij nastepujace stwierdzenia:

(a) L jest NP-zupelny;

(b) L przeciety z jezykiem takich stow, w ktorych wystepuje co najwyzej 2020 réznych zmiennych
zdaniowych, jest w klasie PTIME,;

(¢) L przeciety z jezykiem takich stow, w ktorych nie wystepuje ani negacja (—) ani koniunkcja
(A), jest w klasie LOGSPACE;

(d) jezeli dopelienie jezyka L jest w klasie NP, to NP=coNP.

15. Systemy komputerowe

Rozwazmy system ze stronicowaniem pamieci, w ktérym rozmiar strony wynosi 4096B, pozycja w
tablicy stron (adres) ma 8B, a strona w tablicy stron dowolnego poziomu takze zajmuje 4096B.

(a) Czy stronicowanie umozliwia zmapowanie adreséw wirtualnych 65539 i 131331 na ten sam
adres fizyczny?

(b) Czy stronicowanie umozliwia zmapowanie adresu wirtualnego 65539 na dwa rézne adresy
fizyczne 65539 i 135171 (niekoniecznie w tym samym procesie)?

(c) Ile poziomoéw stronicowania musi zapewni¢ mechanizm adresacji, aby mozliwe byto zarzadza-
nie pamiecia o rozmiarze 1MB?

(d) Ile poziomdéw stronicowania musi zapewnié¢ ten mechanizm, aby mozliwe bylo zarzadzanie
pamiecia o rozmiarze 1GB?

Odpowiedzi uzasadnij.

16. Programowanie wspo6lbiezne

W architekturach z pamiecig dzielong, w ktorych wiele watkéw moze wykonywaé operacje odczytu
i zapisu zmiennych dzielonych, popularnym modelem spdjnosci opisujagcym semantyke dostepu do
takich zmiennych jest spdjnosé sekwencyjna (ang. sequential consistency). Rozwazmy nastepujacy
program, ktory sktada sie z trzech watkow, t1, t2 oraz t3, wykonujacych operacje odczytu i zapisu
trzech zmiennych dzielonych, x, y i z.



int x =0, y =0, z =0;

void t1() { void t2() { void t3() {

int a =y + 1; int b = z + 1; int ¢ = x + 1;

X = a; y = b; zZ = c;

printf ("%d%d",y%2,z%2) ; printf ("%d%d",z%2,x%2) ; printf ("%d%d",x%2,y%2) ;
} } }

Weszystkie watki sa aktywowane mniej wiecej w tym samym czasie, ich dostepy do zmiennych sa
spojne sekwencyjnie, parametry wywolania funkcji printf sa wyliczane od ostatniego (prawego)
do pierwszego (lewego), znaki wypisywane przez pojedyncze wywolanie funkcji printf pojawiaja
sie w strumieniu wyjsciowym jako ciagly napis a poza znakami wypisywanymi przez wywolania
funkcji printf w powyzszych trzech watkach, program nie wypisuje zadnych innych znakéw do
tego strumienia. Majac dane te zalozenia, ktére z nastepujacych stwierdzen sa prawdziwe.

(a)
(b)
()

)

(d) Warunek 0 <= x + y + z <= 6 jest niezmiennikiem programu.

Ciag znakow 001110 jest poprawnym wyj$ciem programu.
Ciag znakow 111101 jest poprawnym wyj$ciem programu.

Warunek 0 <= x <= 2 jest niezmiennikiem programu.

Uzasadnij swoje odpowiedzi. Dokladniej, dla kazdego punktu (a) — (d) Twoja odpowiedz musi
zaczynaé sie od pojedynczego stowa — ,,TAK” albo ,,NIE” — po ktérym nastepuje uzasadnienie tej
konkretnej odpowiedzi.

10



