WARSZAWSKA SZKOLA DOKTORSKA MATEMATYKI I INFORMATYKI

2 lipca 2024

EGZAMIN KWALIFIKACYJNY

Na kolejnych stronach znajduje si¢ 16 zadan dotyczacych réznych obszaréw matematyki i informa-
tyki. Nalezy wybrac i rozwigza¢ dowolne 4 z nich. Kazde zadanie jest warte tyle samo punktéw.

Zadania mozna wybiera¢ dowolnie, tj. kandydaci na studia w dyscyplinie matematyka moga roz-
wigzywaé takze zadania “informatyczne” i na odwrét.

Wigkszosé zadan sktada sie z kilku podzadan, jednak kazde zadanie, tj. wszystkie jego podpunkty,
punktowane jest jako calosé.

Mozesz sprobowaé rozwiazaé wiecej niz 4 zadania. Wszystkie te rozwiazania beda ocenione, jednak
tylko 4 najlepiej ocenione zadania wejdg w sklad Twojej ogbélnej oceny.

Wszystkie odpowiedzi nalezy odpowiednio uzasadni¢. Rozwigzania oddzielnych zadan powin-
ny sie znalez¢ na osobnych kartkach; oczywiscie rozwigzanie jednego zadania moze by¢ zapisane
na wiecej niz jednej kartce.

Kazda oddana kartka powinna by¢ podpisana imieniem i nazwiskiem, a takze opatrzona nu-
merem odpowiedniego zadania.

CZAS TRWANIA EGZAMINU: 3 GODZINY

Powodzenial!
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Analiza matematyczna
1

Y142
(a) Znalezé granice ciagu (fy)nen. Rozstrzygnad, czy zbiezno$é ciagu (fp)nen jest jednostajna na
[0, 00). Czy zbieznos¢ jest jednostajna na [0, 1]?

ZADANIE 1. Okredlmy ciag funkcyjny f,: [0, +00) — R wzorem f,(x) =

(b) Czy ciag (f})nen (pochodnych funkcji f,,) jest zbiezny jednostajnie na [0,2024]7
(c) Niech A = {(z,y) e R?:0 <2 < 2,0 <y < 2}. Obliczy¢

2
i [ £ (‘”) zdha(z, y),
A Yy

n—oo

gdzie Ao oznacza dwuwymiarowg miare Lebesgue’a.

(d) Uzasadni¢, ze w pewnym otoczeniu punktu (zg,yo) = (1,1) réwnanie

1
Iny/22 + 9?2 —arctgg = §log2—%

wyznacza jednoznacznie funkcje y(z) okreslona na przedziale (1 —e,1 + €) dla pewnego € > 0,
ktéra jest klasy C2. Wyznaczyé 3/ (1). Udowodnié, ze funkcja y ma w z = 1 ekstremum lokalne
i rozstrzygnaé¢ czy jest to minimum czy maksimum.

Funkcje analityczne

ZADANIE 2. Ustalmy r > 0 oraz liczby zespolone a,b € C, a # b spelniajace |a|, |b| < r. Okreslmy

transformacje Mobiusa h wzorem
z—a

z—b

h(z) =

(a) Wykazaé, ze dla pewnego ¢t € (0,7) istnieje funkcja holomorficzna f: {z € C: |z| > t} — C
spelniajaca réwnanie exp(f(z)) = h(z) dla kazdego z € C, |z| > t.

(b) Zalézmy teraz, ze a,b sa liczbami rzeczywistymi speliajacymi 0 < b < a < r. Oznaczmy
C(0,r) = {z € C: |z| = r}. Pokaza¢, ze obrazem okregu C(0,r) przez homografie h jest pewien
okrag lezacy w poélplaszezyinie {z € C: Rez > 0}.

(¢) Oznaczmy przez Log: C\ (—o0,0] — C galaz gtéwna logarytmu okre$lona wzorem Log(z) =
In|z| +iArg(z), gdzie Arg(z) € (—m, 7] jest argumentem gltéwnym liczby z. Zdefiniujmy funkcje

1 z—2
f(z) =exp (;) -Logz —

Wyznaczy¢ residuum Res(f, co) funkeji f w nieskonczonosci oraz obliczyé¢ catke

JECLE

C(0,r)

gdzie okrag C(0,r) jest dodatnio zorientowany.

Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

ZADANIE 3. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie. Sym-
bolem (X + Y') oznaczamy o-cialo generowane przez zmienna losowa X + Y'; symbol 14 oznacza
funkcje charakterystyczng zbioru A.
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(a) Wykazaé, ze dla kazdego A € (X +Y') zachodzi réwnosé¢ E(14X) = E(14Y).

(b) Wyznaczyé wszystkie pary (X,Y), dla ktérych prawdziwa jest réwnosé E(X2| X +Y) = XY
prawie na pewno.

(¢) Zalézmy teraz dodatkowo, ze X i Y maja rozklad wykladniczy z parametrem A > 0, tj. rozklad
o gestosci danej wzorem g(z) = Ae *1 (g o) (). Dla dowolnie ustalonego y € (0,00) obliczy¢
warunkowa warto$¢ oczekiwana

E(X -Y[|Y =y).

(d) Niech (X,); bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie wy-
ktadniczym. Dla n € N okreélmy zmienna losowa Y;, wzorem
2025
Y, =n2024 - min{Xy,..., X, }.

Rozstrzygnaé czy ciag (Y;,)52; jest zbiezny wedlug rozkladu, tj. czy istnieje zmienna losowa U
taka, ze Y, L.

Geometria i algebra liniowa

ZADANIE 4. Niech V bedzie n-wymiarowa przestrzenia liniows na cialem liczb zespolonych, zas f
pewnym endomorfizmem przestrzeni V. Zdefiniujemy operator ®;: Endc(V) — Endc(V) wzorem

®¢(h) = foh.
(a) W zaleznosci od postaci Jordana endomorfizmu f znalez¢ postaé¢ Jordana operatora ® .

(b) Przypusémy, ze endomorfizm f ma pierwiastek kwadratowy, to znaczy istnieje endomorfizm
g taki, ze g?> = f. Sklasyfikowa¢ endomorfizmy, ktére maja pierwiastek kwadratowy. Podaé
konkretny przyklad endomorfizmu, ktéry nie ma pierwiastka kwadratowego.

(c) Sprawdzié¢, ze w sytuacji z punktu (b), ®, jest pierwiastkiem kwadratowym ®¢. Podaé przy-
ktad operatora ®; i jego pierwiastka kwadratowego, ktéry nie jest postaci ®, dla zadnego
endomorfizmu g € Endc (V).

(d) Oznaczmy przez f* hermitowskie sprzezenie f wzgledem pewnego iloczynu hermitowskiego na
V. Sprawdzi¢, ze wzor q(f,g) = tr(f*- g) okresla iloczyn hermitowski w przestrzeni Endc (V).
Dla ktérych endomorfizméw f operator ® jest hermitowski wzgledem formy ¢q?

Algebra

ZADANIE 5. Przypomnijmy, ze SL(2,C) to grupa macierzy o wyrazach zespolonych o wyznaczniku 1
z dzialaniem mnozenia macierzy. Wybieramy nastepujace trzy macierze:

o) () ()

(a) Zidentyfikowaé¢ podgrupe H < SL(2,C) generowana przez I, J, K, to znaczy — ustalié¢ jej rzad
i relacje pomiedzy generatorami oraz opisaé wszystkie jej podgrupy oraz obrazy homomorficzne.

(b) Niech G bedzie grupa, ktérej kazda podgrupa jest normalna. Sklasyfikowaé grupy o tej wlasnosci
rzedu 72.

(¢) Czy kazda podgrupa grupy H X Z4 jest normalna?
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(d) Niech R[z,y] bedzie pierscieniem wielomianéw dwéch zmiennych, za$ C(S!,R) pierécieniem
funkcji ciaglych o wartosciach rzeczywistych na okregu jednostkowym zadanym w R? réwna-
niem 22 + y? = 1. Znalezé jadro homomorfizmu ¢: R[z,y] — C(S') zdefiniowanego jako obci-
nanie funkcji na plaszezyznie do funkcji na okregu, tzn. p(f) = Jfis1- Czy ¢ jest epimorfizmem?
Czy Rz, y] jest dziedzina? Czy C(S',R) jest dziedzina?

Topologia
ZADANIE 6. Oznaczmy przez I odcinek [0, 1] wyposazony w topologie euklidesowa, a przez C C [0, 1]

zbiér Cantora. Niech A oznacza jednowymiarowa miare Lebesgue’a.

(a) Rozstrzygnaé czy istnieje nieskonczona rodzina {P,: o« € A} parami roztacznych przedzialéw
domknietych zawartych w I o niepustych wnetrzach taka, ze

M1\ U Pa) =0
acA

(b) Pokazaé, ze nie istnieje nieskonczona rodzina {P,: a € A} parami rozlacznych przedzialéw
domknietych o niepustych wnetrzach taka, ze Uyeq Po = 1.

(¢) Niech F' C I bedzie zbiorem domknietym o pustym wnetrzu. Dowie$é, ze istnieje homeomorfizm
w: I — I taki, ze A(¢(F)) = 0.

(d) Wiadomo, ze istnieje ciagta surjekcja f: C — I. Uzywajac funkcji f, skonstruowaé¢ homeomor-

fizm ¢: I — I spelniajacy warunek A(¢(C)) = %

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne

ZADANIE 7. Niech f: R — R bedzie funkcja ciagla. Rozwazmy uktad réwnan rézniczkowych

dx

— =ft)—=
(#) oy

T (z—1)y

dla pewnej statej o > 0.

(a) Niech f(t) < 0 dla wszystkich ¢ € R. Dla jakich wartosci parametréow o > 0, 29 > 0, yp > 0
rozwiazania ukladu (#) z warunkiem poczatkowym x(0) = xo, y(0) = yo sa jednoznaczne?

(b) Niech f(t) =2 dla wszystkich ¢ € R. Rozwazmy rozwiazania ukladu (#) z warunkiem poczat-
kowym z(0) = 2, y(0) = 4. Dla jakich wartosci parametru o € R, « > 0 sa one okreslone dla
wszystkich ¢ € (0, +00)?

(c) Dla funkcji statej f(t) = a € R i a = 1 znalez¢ stany stacjonarne ukladu (#) i zbadaé ich
lokalna stabilnosé.

(d) Niech f bedzie funkcja okresowa o okresie podstawowym 7' (czyli T jest najmniejsza liczba
rzeczywista nieujemna, taka ze f(t) = f(t + T) dla wszystkich t € R).
(i) Udowodnié, ze istnieje dokladnie jedno takie zy € R, ze rozwiazanie pierwszego réwnania
ukladu (#) z warunkiem poczatkowym xg jest funkcja o okresie 7.
(ii) Niech x* bedzie rozwiazaniem, o ktérym mowa w punkcie (i). Udowodnié, ze $rednia
warto$é¢ funkeji * na dowolnym przedziale [t,t + T'] jest réwna Sredniej wartosci funkeji f
na przedziale [0, 7], czyli

t+T T
11’/75 x*(s)ds = 71,/0 f(s)ds.
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Analiza funkcjonalna

ZADANIE 8. Niech S bedzie przestrzenig liniowg nad cialem R zlozong z tych ciagdéw rzeczywistych
(xr)5%, dla ktérych szereg > 07 | x,, jest zbiezny, i wyposazona w standardowe operacje dodawania
i mnozenia przez skalary wedlug wspolrzednych. Symbolem ¢y oznaczamy klasyczna przestrzen
Banacha ciagéw zbieznych do zera z norma supremum. Rozwazmy norme ||-||s na przestrzeni S
dana wzorem

dla x = (x,);2; €S.

N
S
k=1

Pokazaé, ze (S, ||-||s) jest przestrzeniag Banacha.

[x||s = sup
NeN

Znalez¢ liniowy izomorfizm (tj. odwracalny operator liniowy i ograniczony) miedzy przestrze-
niami S i ¢yp. Odpowiedz nalezy uzasadnié, tj. pokazaé, ze podany operator istotnie jest liniowym
izomorfizmem.

Wykazaé, ze dla kazdego funkcjonalu ¢ € S* istnieje taki ciag (yn)22, € 1, ze

p(x) = i yn( i l‘k) dla x = (z,)p2; €S.
n=1  k=n

Zal6zmy, ze ciag funkcjonaléw (z7)°° ; C S* ma te wlasnosé, ze > 02 |z} (x)| < oo dla kazdego
x € S. Dowie$é, ze istnieje taka stala C' > 0, ze

Z |z, (x)| < C|lx||s dla kazdego x € S.
n=1

Jezyki programowania

ZADANIE 9. Zadanie sklada si¢ z czterech niezaleznych punktow:

(1) Rozwazmy funkcje w jezyku C:
int* fib(int n) {
int tabl[n];

if (n <= 0) {
return NULL;
}

tab[0] = 0;
if (n > 1)
tab[1]

-~

1;
}

for (int i = 2; i < n; i++) {
tab[i] tab[i-1] + tab[i-2];

3

return tab;

Jakie widzisz problemy z ta funkcja? Jak je naprawié?
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(2) Rozwazmy nastepujacy kod w C++:

struct TreeNode {
int val;
TreeNodex left;
TreeNode* right;

TreeNode(int x) : val(x), left(nullptr), right(nullptr) {}
I

void inorderTraversal(TreeNode* root) {
inorderTraversal (root->left);
std::cout << root->val << " ";
inorderTraversal(root->right);

3

int main() {
TreeNode* root = new TreeNode(1);
root->left = new TreeNode(2);
root->right = new TreeNode(3);
root->left->left = new TreeNode(4);
root->left->right = new TreeNode(5);

inorderTraversal (root) ;

return O;

Jakie widzisz problemy z powyzszym kodem? Jak je naprawié¢? Napisz réwnowazy kod nie
uzywajac rekurencji.

(3) Rozwaz ponizszy kod w Ocamlu:

let f gabs =
let rec h x acc =
if x >= b then
acc
else
let py = g x in
let y = g (s x) in
let ny = g (s (s x)) in
if py <y && ny < y then
h (s x) ((s x) :: acc)
else
h (s x) acc
in
h a []

Co robi funkcja £7 Jaki ma typ ta funkcja?

(4) Napisz w Pythonie dekorator ktéry liczy liczbe wywolan danej funkcji. Napisz fragment
programu, ktéry uzywa takiego dekoratora.
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Matematyka dyskretna

ZADANIE 10. Uwaga. We wszystkich poleceniach odpowiedZ ma mieé postaé¢ zwarta.

(a) Na ile sposob6w mozna podzieli¢ pas 2 x n na czesci bedace prostokatami 2 x 17 (Tu, i dalej,
czescl moga sie pokrywaé wylacznie brzegami.)

(b) Na ile sposobéw mozna podzielié¢ pas 2 x n na czesci bedace prostokatami 2 x 1 lub 2 x 27

(c) Niech ayp, bedzie liczbg podzialéw prostokata 2 X n na czesci o wymiarach 2 x 112 x 2, w
ktérych dokladnie &k czesci ma wymiary 2 x 2. Niech A(x) = Y724 an k2™, Podaj zwarty wzor
na A(x).

(d) Na ile sposobéw mozna podzieli¢ pas 2 x n na czesci bedace prostokatami 2 x 1 lub 2 x 2 lub
ksztaltami L = [0,2] x [0,2] \ [0,1) x [0,1)7

Algorytmy i struktury danych

ZADANIE 11. Dla M € N i rodziny n zbioréw Si,...,S, C {0,..., M}, przedzialem trafiajocym te
zbiory, nazywamy dowolny przedzial catkowitoliczbowy I = {a,a+ 1,...,b} taki, ze INS; # () dla
wszystkich 7.

(a) Zaproponuj algorytm o ztozonosci O(n) znajdujacy najkrétszy przedzial trafiajacy w przypad-
ku, gdy kazdy S; jest przedzialem S; = {a;, ..., b;}, zadanym przez konce a;, b;.

(b) Zaproponuj algorytm o zlozonosci O(n) stwierdzajacy dla danego k oraz rodziny zbioréw
2-elementowych {S;}i=1,. . czy istnieje przedzial trafiajacy dlugosci k. W tym punkcie zakla-
damy M = O(n).

(¢) Zaproponuj algorytm o zlozonosci O(n) ktéry, dla danej rodziny zbioréw 2-elementowych
{Si}ti=1,..n, znajduje dla kazdego k € {0, ..., M} liczbe réznych przedzialéw trafiajacych diu-
gosci k. Tu takze zakladamy M = O(n).

(d) Zaproponuj algorytm o zlozonosci O(n), ktéry dla danej rodziny zbioréw 2-elementowych

{Si}iz1...n, znajduje taczng liczbe réznych przedzialéw trafiajacych. Zaktadamy M = O(n?).

Uwaga. Dla kazdego z algorytmdw uzasadnij poprawnosé i oszacuj zlozono$¢ czasows.

Logika i bazy danych

ZADANIE 12. Podaj zdanie ¢ logiki pierwszego rzedu nad pewng sygnaturg > o nastepujacej wila-
snosci, lub udowodnij, ze takie nie istnieje. We wszystkich zadaniach modele liczymy z doktadnoscia
do izomorfizmu (dwa modele sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja miedzy ich
no$nikami, zachowujaca interpretacje kazdego symbolu w X):

(a) zdanie majace dokladnie n/2 modeli mocy n, dla kazdego n > 0 parzystego, i nie majace modeli
mocy n dla n nieparzystego;

(b) zdanie majace dokladnie jeden model nieskofczony;

(¢) zdanie majace dokladnie jeden model skonczony oraz nieskoniczenie wiele modeli nieskonczo-
nych;

(d) zdanie ¢ nad sygnatura zlozona z jednego symbolu funkcyjnego f o arnosci 1, takie, ze kazdego
n > 0 skonczonego, jedynym modelem ¢ jest struktura o nosniku {0,...,n — 1}, gdzie f jest
interpretowane jako funkcja i — (i + 1) mod n.
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Automaty i jezyki formalne

ZADANIE 13. W tym zadaniu rozwazamy slowa nad alfabetem ¥ = {1, 2}. Niech S,, bedzie jezykiem
stow w € ¥* sumujacych sie do n (np. Sy = {22,211,121,112,1111}). Dla nastepujacych jezykow
okresl czy sa one regularne oraz czy sa one bezkontekstowe. W przypadku jezykéw regularnych
podaj rzad wielkoéci najmniejszej liczby stanéw automatu skonczonego, ktory rozpoznaje dany
jezyk, w zaleznosci od n (np. ©(n?) stanéw), zaréwno dla automatu deterministycznego, jak i
niedeterministycznego.

(a) SpX2*
(b) X

(c) Uk>n SkSk
(d) Ukzn SkSkSk

Teoria obliczen i zlozonosé obliczeniowa

ZADANIE 14. Problem pokrycia grafu 3-cyklami definiujemy nastepujaco. Dla grafu skierowanego
G = (V,E) oraz liczby calkowitej L pytamy czy istnieje zbior tréjek S, |S| > L, taki, ze kazda
tréjka t € S jest cyklem w G i kazdy wierzchotek z V' nalezy do co najwyzej jednej trojki w S.

(a) Udowodnij, ze problem pokrycia grafu 3-cyklami jest NP-zupelny.

(b) Udowodnij, ze istnieje wielomianowy algorytm 3-aproksymacyjny dla problemu pokrycia grafu
3-cyklami.

(c) Wskaz wielomianowy algorytm aproksymacyjny o wspétczynniku aproksymacji lepszym niz 3
w przypadku gdy naszym celem jest pokrycie grafu cyklami o rozmiarach co najwyzej 3 oraz
kazda krawedZ w grafie jest dwustronna (jezeli istnieje krawedZ z w do v to istnieje réwniez
krawedZ z v do u).

(d) Udowodnij, ze problem jest FPT (fixed-parameter-tractable) dla graféw spéjnych dla parametru
([E] = V).

Wskazéwka. Rozwazmy nastepujacy problem trojwymiarowego dopasowania. Dane mamy zbiory
X, Y i Z, zbiér T bedacy podzbiorem X x Y x Z (innymi stowy, T sklada sie z tréjek (x,y, z)
takich, ze x € X,y € Y i z € Z) oraz liczba catkowita L. Powiemy, ze M C T jest tréjwymiarowym
dopasowaniem, jesli zachodza nastepujace warunki: dla kazdej pary réznych tréojek (z1,y1,21) € M
i (z2,y2,22) € M mamy x1 # 2, y1 # Yy oraz z; # zo. Pytamy, czy istnieje tréjwymiarowe
dopasowanie o rozmiarze co najmniej L. Ten problem jest NP-trudny.

Programowanie wspoétbiezne i rozproszone, systemy komputerowe

ZADANIE 15. Pewien system rozproszony przeprowadza symulacje numeryczng uktadu o geometrii
pierécienia. Procesy komunikuja si¢ uzywajac nastepujacego interfejsu: send (do_kogo, komunikat)
oraz komunikat = receive([od _kogol) (gdy proces nie podaje wartosci dla od_kogo, odbierany
jest komunikat od dowolnego nadawcy). Komunikacja odbywa sie synchronicznie, tzn. w seman-
tyce spotkan, rendez-vous: send blokuje sie¢ do momentu odebrania komunikatu przez odbiorce; a
receive do momentu przestania komunikatu przez nadawce. Komunikacja i procesy sa niezawodne.
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Dla kazdej pary proceséw komunikaty odbierane sg w kolejnoéci wystania. Gdy wielu nadawcow
wysyla komunikaty do tego samego odbiorcy, receive gwarantuje staba uczciwosc.

Rozwiaz nastepujace zadania. Dla kazdego z rozwiazan okresl klase (typ) problemu.

(a) Zaldz, ze system poprawnie inicjuje lokalny stan symulowanego uktadu oraz zmienne wskazujace
na poprzednika (pid_prev) i nastepnika (pid-next) kazdego procesu tak, ze procesy tworza
pierécien. Dostepne sa lokalne funkcje summarize (podsumowujaca stan w krétsza informacje)
oraz evolve (przeksztalcajaca w nowy lokalny stan obecny lokalny stan oraz informacje o
poprzedniku i nastepniku) . Udowodnij, ze ponizszy kod jest poprawny, lub pokaz kontrprzyktad
i popraw kod (nie musisz udowadnia¢ poprawnosci swojej wersji).
process compute(int pid, int pid_prev, int pid_next) {

State s = <initial_local_state >;
for (int step = 0; step < K; step++) {

Value x = summarize (s );

send (pid_-prev, x);

Value x_prev = receive ()

send (pid_next, x);

Value x_next = receive ();

s = evolve(s, x_prev, x_next);

}

(b) Zaléz teraz, ze w systemie jest duzo potencjalnych pracownikéw, wykonujacych kod jak ponizej
(przyjmij, ze compute () jest funkcjg lokalna z kodem identycznym do procesu z poprzedniego
podpunktu). Napisz kod procesu Coordinator, ktéry taczy P (P > 2) proceséw w pierscien.

process worker(int pid) {
while (true) {

rest ();

send (Coordinator , pid);
pid_prev = receive ();
pid_next = receive ();

compute (pid, pid_-prev, pid_-next);
}
¥

(¢) Przyjmij, ze podczas obliczen, raz na pewien czas, w celu zachowania migawki (snapshot) obli-
czen, proces chce zapisaé¢ swoj stan na wspdidzielonym urzadzeniu wyjsciowym. Migawka powin-
na by¢ tworzona bezposrednio po funkcji evolve (), gdy lokalna funkcja bool takeSnapshot ()
zwraca prawde. Zapis na urzadzeniu odbywa sie za pomocg wywotania lokalnej funkcji write (byte[]).
Ze wzgledu na spora wielko$¢ stanu, funkcje te wywolywaé trzeba wielokrotnie: for (part in
s.parts()) write(part.asBytes()). Rozszerz kod funkcji compute tak, by zapisywane na
urzadzeniu migawki pochodzace z réznych proceséw nie przeplataly sie.
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ZADANIE 16.

(a) W oparciu o dang macierz odleglosci zbuduj drzewo gatunkéw A-E wykorzystujac algorytm
UPGMA. Oznacz dlugosci wszystkich gatezi na drzewie.

A B C D FE

A 0 15 30 20 100
B 0 25 35 5
C 0 10 40
D 0 125
E 0

(b) Wyznacz minimum jedno optymalne globalne przyréwnanie (dopasowanie, alignment) sekwen-
cji CTTAAG oraz CTAAT stosujac nastepujacy schemat punktacji: +2 dla dopasowania, -1
dla niedopasowania oraz -2 dla przerwy. Wykorzystaj algorytm programowania dynamicznego
Needlemana-Wunscha. Zapisz:

« znalezione przyréwnanie,
« macierz programowania dynamicznego,
« wartos¢ punktacji uzyskanego przyréwnania.

(¢) Zaproponuj i krotko oméw dwie metody, ktérymi mozna sie postuzyé do oceny jakosci analizy
skupien wykonanej za pomocsg algorytmu k-srednich.



