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5 lipca 2023

EGZAMIN KWALIFIKACYJNY

Na kolejnych stronach znajduje si¢ 16 zadan dotyczacych réznych obszaréw matematyki i informa-
tyki. Nalezy wybrac i rozwigza¢ dowolne 4 z nich. Kazde zadanie jest warte tyle samo punktéw.

Zadania mozna wybiera¢ dowolnie, tj. kandydaci na studia w dyscyplinie matematyka moga roz-
wigzywaé takze zadania “informatyczne” i na odwrét.

Wigkszosé zadan sktada sie z kilku podzadan, jednak kazde zadanie, tj. wszystkie jego podpunkty,
punktowane jest jako calosé.

Mozesz sprobowaé rozwiazaé wiecej niz 4 zadania. Wszystkie te rozwiazania beda ocenione, jednak
tylko 4 najlepiej ocenione zadania wejdg w sklad Twojej ogbélnej oceny.

Wszystkie odpowiedzi nalezy odpowiednio uzasadni¢. Rozwigzania oddzielnych zadan po-
winny sie znalezé na osobnych kartkach; oczywiscie rozwigzanie jednego zadania moze byé
zapisane na wiecej niz jednej kartce.

Kazda oddana kartka powinna by¢ podpisana imieniem i nazwiskiem, a takze opatrzona nu-
merem odpowiedniego zadania.

CZAS TRWANIA EGZAMINU: 3 GODZINY

Powodzenial!
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Analiza matematyczna

ZADANIE 1. Niech I C R bedzie otwartym przedzialem. Funkcje f: I — R nazywamy wypukla,
jezeli f(tz + (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y) dla wszelkich z,y € I, ¢ € [0,1].

(a) Udowodnié, ze jezeli ¢: I — R jest dowolna funkcja wypuktla, to dla kazdego x € I oraz h > 0
takiego, ze x — h,x + h € I zachodzi nieréwnosé

h
T(x,h) = % /_h oz +1)dt > p(x).

(b) Zalézmy, ze ¢: (0,00) — R jest funkcja ciagla o tej wlasnosci, ze okreslona powyzej calka
Z(z, h) przyjmuje stala wartosé¢ dla wszelkich z, h € (0,00) takich, ze h < z. Czy wynika stad,
ze ¢ jest funkcja stata?

(c) Zalézmy, ze funkcja f: R? — R jest rézniczkowalna na R? \ {(0,0)} i spetnia warunki

{yfx(:c,y) —zfy(z,y) =0 dla (z,y) % (0,0),

f(z,0) = z%e® dla z > 0.

Wyznaczy¢ funkcje f jawnym wzorem i wykazaé, ze ma ona dokladnie jedno minimum lokalne
wlasdciwe i nieskoniczenie wiele maksiméw lokalnych niewtasciwych.

(d) Wyznaczy¢ najwieksza wartosé k € N, dla ktérej funkcja f z punktu (c) jest k-krotnie réznicz-
kowalna na R? lub pokazaé, ze f jest niekoficzenie wiele razy rézniczkowalna na R2.

Funkcje analityczne

ZADANIE 2. Niech @ C C bedzie niepustym, ograniczonym, sp6jnym zbiorem otwartym i niech
frg: @ — C beda funkcjami cigglymi na domknieciu €2 i holomorficznymi na 2. Symbolem 0
oznaczmy brzeg zbioru €.

(a) Udowodnié, ze

max(|f(2)] +1g(2)]) = max (| f(z)] +]g(2)])-

zeQ €00

(b) Niech Q = D = {|z| < 1} bedzie otwartym kotem jednostkowym i niech f,g: D — C beda jak
wyzej. Wykazaé, ze jezeli zachodzg warunki:
e |f(2)| <1, jg(2)] <2dla|z|=1,Imz >0,
« [fRI <3, lg(z) <1dlafz] =1, Imz <0,

to |£(0)] - [g(0)] < 3.

(c) Zatézmy teraz, ze Q jest obszarem zawierajacym domkniecie D oraz ze f, g: 2 — C sg funkcjami
holomorficznymi spelniajacymi warunki:

o |f(2)+2 <1dlalz| =1,

e lg(2)| < 1dla|z| < 1.
Wykazacé, ze funkcja
9(z) — 9(0)
1-9(0)g(2)

ma cho¢ jeden punkt staly, tzn. istnieje takie z € Q, ze h(z) = z.

h(z) = f(z) +
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(d) Wykaza¢ ponadto, ze pod zalozeniami punktu (c) funkcja h ma w kole D dokladnie jeden
punkt staly, o ile ¢’(0) = 0.

Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

ZADANIE 3. Niech &1,&s,. .. bedzie ciagiem Bernoulliego z parametrem x € (0,1), tj. ciagiem nie-
zaleznych zmiennych losowych z rozktadem: P(§, = 1) = x, P(§x = 0) = 1 — z dla kazdego k € N.
Niech X bedzie zmienng losowa, ktéra zlicza porazki do momentu pierwszego sukcesu w ciggu
Bernoulliego, tzn. X = min{k € N: & =1} — 1.

(a) Znalezé rozktad zmiennej X, a nastepnie obliczyé¢ wartoéé oczekiwang EX i wariancje D?X.

(b) Niech X1, Xo,... bedzie ciagiem niezaleznych kopii zmiennej X, i dla kazdego n € N oznaczmy
Sn = X1+ ...+ X,. Pokazaé¢, ze dla kazdego k = 0,1,2,... mamy

P(S, = k) = (” +: - 1) (1 — 2)Fa.

(c) Obliczy¢ granice
[(1—z)n/z] _
lim z" Z (n +Z 1) (1—2),

n—00
k=0

gdzie |t| oznacza czesé catkowita liczby t.

(d) Zbior {0, 1} wyposazmy w miare produktows, gdzie na kazdej kopii {0, 1} rozwazamy rozklad
jednostajny: p({0}) = p({1}) = 1. Dla @ = (w,)52; € {0,1}" oraz k € N definiujemy i5(@) €
NU{oo} jako indeks k-tego wystapienia jedynki w ciagu @, przy czym i, (w) = oo jezeli w ciagu
w znajduje sie¢ mniej niz k jedynek. Okreslmy réwniez ig(w) = 0.

o Zalézmy, 7e A C {0,1}Y jest zbiorem dodatniej miary. Pokazaé¢, ze istnieje @ € A oraz
ng € N takie, ze

(11@) —ig@))? + (i(@) — i1 (@)% + ... + (in(@D) — In_1(@))? < Tn
dla kazdego n > ng.
« Udowodnié, ze IP’(ik gy > 2ip; dla kazdego k > 2) — 0.

Geometria i algebra liniowa

ZADANIE 4. Niech V bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia liniowa nad ciatem liczb zespolonych
C, i niech n = dimV > 2. Klatke Jordana wymiaru k x k z parametrem A € C okreslamy jako

A1 0 --- 0

o x 1 -+ 0
Ik =

00 0 - A

(a) Niech A #0, 1 <k < n,iniech A € M,,»,(C) bedzie macierza blokowa A = Jo 1, ® I\ n—k, tj.

J 0
A=t .
0 | Jynsk
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Wyznaczy¢ wartodci:
o v :=max{dimkerA™: m € N},
e p:=min{m € N: dimkerA™ = v}.
(b) Zalézmy, ze T: V' — V jest liniowym endomorfizmem przestrzeni V' spelniajacym warunek
(%) ker T2 = ker T" L.
Wykazaé, ze T ma co najwyzej dwie rézne wartosci wlasne.
(c) Pokazaé, ze jezeli T spelia (x) i T jest diagonalizowalny, to n = 2.

(d) Zakladajac wciaz, ze T spelnia (x), niech S: V' — V bedzie liniowym endomorfizmem takim,
ze operatory T+ .S oraz T'— S komutuja i sa hermitowskie (samosprzezone). Dowie$é, ze n = 2.

Algebra

ZADANIE 5. W kazdym z ponizszych polecen (a)—(d) zakladamy, ze G jest grupa skoniczona niepa-
rzystego rzedu n = |G|. Wiadomo (co nie jest trudne w dowodzie), ze funkcja G > = + 22 jest
wowcezas roznowartosciowa i ze warunek ten w istocie charakteryzuje skonczone grupy nieparzystego
rzedu.

(a) Pokazaé, ze dla kazdego = € G istnieje liczba calkowita k > 1 taka, ze a—

(b) Niech N bedzie podgrupa normalna grupy G i niech a,b € G. Wykazaé, ze jezeli a’b=2 € N,
toab~! € N.

(c) Wobec tezy (a) istnieje poprawnie okre$lona funkcja ¢: G — {1,...,n} taka, ze ¢(x) jest
najmniejsza liczba naturalna k, dla ktérej P Pokazaé, ze jezeli £ jest réznowartosciowa,
a (G zawiera co najmniej 3 elementy, to n jest podzielne przez 21.

(d) Niech C[G] oznacza pierscien grupowy grupy G nad cialem liczb zespolonych, tj. pierscien
zlozony z wszystkich funkcji ¢: G — C z dodawaniem funkeji po wspélrzednych, tzn. (¢ +
P)(s) = ¢(s) +¢(s) dla ¢,¢ € C[G], s € G, oraz mnozeniem zdefiniowanym jako splot

(@ 9)(s) =D S(t)(t™"s).
teG

Zauwazmy, ze pierécien ten jest nieprzemienny, gdy G jest nieprzemienna, oraz ze kazdy element
¢ € C[G] mozna zapisa¢ jako formalna kombinacje ¢ = Y. ass, gdzie a; = ¢(s). Mnozenie
dwdch takich kombinacji jest woéwczas zwyklym mnozeniem , kazdy z kazdym”.

Zaltézmy, ze g € G jest elementem rzedu 3 i, uzywajac powyzszej konwencji, niech & C
C|G] bedzie prawostronnym idealem generowanym przez ¢ = 1 — g, gdzie 1 jest elementem
neutralnym grupy G. Zdefiniujmy takze

///:{ZasseC[G]: ZaS:O}.

seG seG

« Pokazaé, ze 1 — g jest dzielnikiem zera w pierscieniu C[G].

o Pokazaé, ze jezeli h € G\ {1,9,¢9°},to 1 —h & .7.

o Udowodnié, ze & C 4 oraz ze .# jest maksymalnym wlasciwym dwustronnym idealem
pierécienia C[G].

« Czy pierscien ilorazowy C[G|/.# jest przemienny?
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Topologia

ZADANIE 6. Rozwazmy rodzine A sktadajaca sie ze zbioru pustego oraz wszystkich ciagdéw arytme-
tycznych na Z, tj. zbioréw postaci

S(a,b) ={an+b:n e Z},
gdzie a # 0.
(a) Pokazaé, ze rodzina wszystkich sum elementéw z A tworzy topologie 7 na Z z baza A.
(b) Sprawdzi¢, ktére z aksjomatéw oddzielania: T, 17 i To sa spelnione przez topologie 7.

(¢) Wyznaczy¢ postaé skonczonych zbioréw otwartych w 7. Czy Z w tej topologii jest przestrzenia
dyskretna?

(d) Pokazaé, ze zbiory z bazy A sa otwarto-domkniete.

(e) Zbadaé czy zbidr liczb, ktére nie sa wielokrotnosciami pewnej liczby pierwszej, tj. {—1,1}, jest
otwarty w 7. Stosujac teze (d), wywnioskowaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne

ZADANIE 7. Niech f: R — R bedzie zadana wzorem

(z +1)%? dlax <0
flz) = 2exp(—2?) =1 dla0<z <1
e—2, 4
—4 dla z > 1.
" (z ) ax
Rozwazamy roéwnanie rézniczkowe
dx
(W) 5 =@
(a) Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania (#) z warunkiem poczatkowym z(0) = —1, ktére sa

okreélone na pewnym otoczeniu punktu ¢t = 0.

(b) Niech z;, bedzie rozwiazaniem (#) z warunkiem poczatkowym x(0) = xg > —1. W zaleznosci
od parametru xy wyznaczy¢ maksymalny przedzial (wg,w; ) istnienia rozwiazania .

(¢c) Zbadaé czy istnieje lewostronna granica

lim z(t),

t—»w;
a jesli istnieje, wyznaczy¢ ja. (OdpowiedZ moze zaleze¢ od parametru x.)

(d) Niech go: R — R bedzie ciagta funkcja spetniajaca go(t) = go(t + 1). Udowodnié, ze istnieje
doktadnie jedna stala a € R, taka ze rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego

dy
R g(t), y(0)=a

jest funkcja okresowa o okresie 1. Oznaczmy to rozwiazanie przez y*.

(e) Udowodnié, ze dla dowolnej funkcji ciaglej g: R — R, takiej ze |g(t)—go(t)| < e~ dla wszystkich
t > 0, kazde rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego
dy
dt
spelnia lim (y(t) —y*(t)) = 0.

t—+00

+2y=g(t), y(0)=uywo
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Analiza funkcjonalna

ZADANIE 8. Niech L?(R) oznacza klasyczna przestrzen Hilberta (klas abstrakcji) funkeji mierzalnych
f: R — C, dla ktérych [[fll2 = {Jg |f(2)]* dz}Y/? < oo. Symbolem Cy(R) oznaczmy przestrzen
Banacha ograniczonych funkcji ciagtych f: R — C takich, ze lim,,_o f(x) = 0, wyposazona

w norme supremum | fllo = sup,ep |f(z)|. Ustalmy dowolnie g € L?(R) i okreslmy operator
liniowy na przestrzeni L?(R) wzorem

t
(#) Ti) = [ f@)g)d.

(a) Uzasadnié¢, ze dla kazdej f € L?(R) zdefiniowana powyzej funkcja T f nalezy do Cp(R), a zatem
wzér (&) okreéla operator liniowy T': L?(R) — Co(R). Wyznaczy¢ ||T).

(b) Niech C[0,1] oznacza przestrzen Banacha zespolonych funkeji ciagltych na odcinku [0, 1] wypo-
sazong w norme supremum. Rozwazmy operator S: Co(R) — C]0, 1] dany wzorem Sf = f [10,1]-
Wykazaé, ze zlozenie ST: L*(R) — C]0, 1] jest operatorem zwartym.

(¢c) Zalézmy teraz, ze g = 1y 1. Rozwazmy operator ¢: C[0,1] — L*(R) dany wzorami +f(t) = f(t)
dlat € [0,1] oraz tf(t) =0 dlat € R\ [0,1] i okredlmy U: L?(R) — L?(R) wzorem U = 1ST.
Wykazaé, ze widmo tego operatora o(U) = {0}.

(d) Zakladajac ciagle, ze g = 1| 1), wyznaczy¢ operator sprzezony U™ do operatora U oraz obliczy¢
norme ||U*U||.

Jezyki programowania

ZADANIE 9.
(a) Podaj wynik nastepujacej funkeji £ napisanej w jezyku C, wywolanej ze wskaznikiem do tablicy
{0, 0, 0, 0, 0, 1, -1}
int f(int *A) {
int tmp = *A;
tmp += tmp < 0 7 —-tmp : f(++A);
if (x(A++) >= 0) tmp += f(A);
return tmp % 1000;
}
Napisz funkcje obliczajaca to samo co £, ale bez uzycia wywolan rekurencyjnych (i bez aloko-
wania dodatkowych tablic).

(b) Napisz funkcje £ i g w jezyku OCaml tak, aby wyrazenia
List.fold right £ [(1, 2); (3, 4); (5, 6)] (I, [1)
List.foldright £ [(Ca’, ’b’)] (00, [1)

List.map g [8; 9; 11; 12]
zwracaly, odpowiednio,

([1; 3; 5], [2; 4; 61)

(’a’1, [’v’1)

[12; 11; 9; 8]

(¢) Rozwazmy nastepujaca funkcje napisana w jezyku C:
void f(char *S) {
for (int a = 0; a < strlen(8); ++a)
if (8[a] >= ’a’ && S[a] <= ’z?)
Slal] = ’z’> - (S[al - ’a’);
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Funkcja ta jest niespodziewanie wolna: uruchomiona na przyktadowym wspdlczesnym kompu-
terze dzialala okolo 14 sekund dla napisu dlugosci 10%. Z jakiego powodu? Jak poprawi¢ te
funkcje?

(d) Rozwazmy podobna funkcje napisana w jezyku Java:
String f(String S) {
String res = "";
for (int a = 0; a < S.length(); ++a) {
char ch = S.charAt(a);
res += (ch >= ’a’ &% ch <= ’z’) 7 (char)(’z’ - (ch - ’a’)) : ch;

}

return res;

Roéwniez ta funkcja jest bardzo wolna: dzialala okolo 57 sekund dla napisu dtugoéci 10°. Z
jakiego powodu? Jak poprawié¢ te funkcje?

Matematyka dyskretna

ZADANIE 10. Dla danej dodatniej liczby calkowitej n, permutacja zbioru [n] := {1,2,...,n} to

zmiana kolejnosci liczb 1,...,n, tj. bijekcja 7 : [n] — [n]. Zatem (3,1,2) jest permutacja zbioru

{1,2,3}, gdzie 7(1) =3,7(2) = 1,7(3) = 2.

(a) Dla danych 1 <i < j < k < n, ile jest permutacji 7 zbioru [n] takich, ze 7(j) < 7(i) < w(k)?

(b) Dla danego j € [n], ile jest permutacji 7 zbioru [n] takich, ze dla wszystkich i € [j] zachodzi
(i) < 7(4)?

(c) Dla danych j € [n] oraz i € [j], ile jest permutacji 7 zbioru [n], w ktérych dokladnie ¢ pozycji
z [j] jest odwzorowane na liczby nie wigksze niz 7(j)?

(d) Dla danych liczb 1 < i1 < i2 < ... < i, < n, ile jest permutacji 7 zbioru [n] takich, ze dla
wszystkich k € [r] i j € [ig] zachodzi 7(j) < 7(ix)?

Dla kazdego z powyzszych przypadkéw wyprowadz zwarty wzor (bioracy pod uwage podane wiel-

kosci).

Algorytmy i struktury danych

ZADANIE 11. Dana jest tablica A dlugosci n zawierajaca liczby naturalne. Dla kazdego z ponizszych

probleméw zaproponuj algorytm dziatajacy w czasie liniowym i ze stala dodatkowa pamiecia. Badz

precyzyjny: napisz pseudokod i wyjasnij nieoczywiste szczegdly; uzasadnij poprawnosé i ztozonosé.

(a) Znajdz trzy indeksy i < j < k takie, ze A[i] < A[j] < A[k] (lub stwierdZ, ze nie istnieja).

(b) Oblicz liczbe par i < j takich, ze Afi] < Ali + 1] < --- < A[j].

(c) Majac dang liczbe naturalna d i zakladajac, ze tablica jest posortowana, znajdz najwieksze k
takie, ze dla pewnego i zachodzi Ak + i] — Ali] = d (lub stwierdz, ze nie istnieje).

(d) Majac dana liczbe naturalna s znajdz najwieksze k takie, ze dla pewnego i zachodzi A[i] +
Ali + 1]+ --- 4+ A[i + k] = s (lub stwierdz, ze nie istnieje).
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Logika i bazy danych

ZADANIE 12. Rozwazmy logike pierwszego rzedu z réwnoscig i jednym binarnym symbolem relacyj-
nym <. Niech ¢y, bedzie zdaniem méwiacym, ze < jest porzadkiem liniowym. Czy istnieje zdanie
v takie, ze
(a) ¥y A @ ma modele, ale nie ma modeli skoniczonych;
(b) Yun A ¢ ma dowolnie duze modele skonczone, ale tylko o parzystych rozmiarach;
(c) wszystkie przeliczalne modele 1y, A ¢ sa izomorficzne ze zbiorem liczb naturalnych;

)

(d) wszystkie przeliczalne modele 1y, A ¢ sa izomorficzne ze zbiorem liczb wymiernych?

Dwa modele sa izomorficzne, jesli istnieje miedzy nimi bijekcja f spelniajaca z <y < f(z) < f(y).

Automaty i jezyki formalne

ZADANIE 13. Dla ciagu zer i jedynek w € {0,1}* niech [w]y oznacza jego wartosé¢ liczbowa w
systemie dwojkowym; np. [011]o = 3. Ponizej rozwazymy alfabety {0,1}* (gdzie k =4 w Ly; k = 2
w Lo iw Ls; oraz k = 3 w Ly), z literami zapisanymi jako kolumny. Dla kazdego z ponizszych
jezykéw stwierdz (i udowodnij), czy jest on regularny i czy jest on bezkontekstowy.

_al- _a2_ _an_
b b bn
L, = ! 2 Darag .. ap)a + [b1ba .. aple = [c1ca .. eple + [dida .. . dy]2
c1| e Cn
|d1] [d2] | dn |
Ly a1l |ao an| lcil e cn|  laraz...aplz + [biba ... apl2 =
_bl_ _bg_ _bn_ dy do dy, [0162 ce Cn]2 + [dldg ce dn]g
Ly — a1 a2 anp, Cn Cn—1 c1| [a1a2 e an]Q + [blbg e an]g =
by by bn, dn, dn—1 dq [61C2 ... Cn]Q + [d1d2 . dn]g
al a9 Ay,
L4 == b1 b2 bn : [alag...an]g . [blbg...an]g = [6102...Cn]2
c1l |eo Cn

Teoria obliczen i zlozonos¢é obliczeniowa

ZADANIE 14. Okresl ztozonosé kazdego z ponizszych probleméw—wybierz spoéréd: w PTIME, NP-
zupelny, PSPACE-zupelny, EXPTIME-zupelny, EXPSPACE-zupelny, nierozstrzygalny. Wszystkie stwier-
dzenia nalezy udowodni¢.

(a) Wejscie: Niedeterministyczna jednotasmowa maszyna Turinga M.
Pytanie: Czy istnieje stowo wejéciowe, na ktérym wszystkie biegi M zatrzymuja sie po co
najwyzej 2023 krokach?

(b) Wejscie: Deterministyczna jednotaémowa maszyna Turinga M.
Pytanie: Czy istnieje stowo wejéciowe w, na ktérym M zatrzymuje sie po co najwyzej logagas |w|
krokach?

(c) Wejscie: Deterministyczna jednotasmowa maszyna Turinga M; liczba n (zapisana binarnie).
Pytanie: Czy istnieje stowo wejsciowe o dtugosci n, na ktérym M zatrzymuje sie po co najwyzej
logygos m krokach?
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(d) Wejscie: Deterministyczna jednotaémowa maszyna Turinga M; liczba n (zapisana binarnie).
Pytanie: Czy istnieje takie stowo wejSciowe w, ze (skonczony lub nieskonczony) bieg M na
w ma nastepujaca wiasnosé: dla kazdego k € N, jesli bieg ten odwiedza w pewnym momencie
komorke o numerze k, to pdzniej nigdy juz nie odwiedza komérki o numerze k—|2°3/n|?

Programowanie wspoétbiezne i rozproszone, systemy komputerowe

ZADANIE 15. Fork-join to model programowania wspotbieznego z pamigcia dzielona. Jako ilustra-
cje rozwazmy ponizszy fragment kodu w jezyku C z rozszerzeniami do obslugi naszego modelu
reprezentowanymi jako podkreslone stowa kluczowe:

1 int fibonacci(int i) {

2 if (i<=1) {

3 return 1;

4 } else {

5 task t = fork fibonacci(i — 1);
6 int f2 = fibonacci(i — 2);

7 int f1 = join t;

8 return f1 + f2;

9 }

10 }

Instrukcja fork w linii 5 tworzy nowe (potomne) zadanie, task, ktére realizuje wywolanie funk-
cji fibonacci(int) z okreslona wartoscia parametru (i — 1). Po utworzeniu zadanie to jest wykony-
wane asynchronicznie — w zalezno$ci od dostepnych procesoréw, moze wykonywaé sie réwnolegle
z (macierzystym) zadaniem, ktére je utworzylo, a w szczegélnosci z rekurencyjnym wywolaniem
fibonacci (i — 2) z linii 6 zadania macierzystego. Instrukcja join w linii 7 powoduje, ze zadanie macie-
rzyste czeka na zakonczenie utworzonego przez siebie zadania potomnego (jesli jeszcze ono sie nie
zakonczylo) i pobiera jego wynik. W efekcie przedstawiona funkcja oblicza (w sposéb naiwny) i-ta
liczbe Fibonacciego, potencjalnie wykorzystujac do tego wiele procesoréw.

Generalnie model ten zaktada, ze liczba utworzonych zadan istniejacych w danej chwili moze by¢
nieograniczona. W szczegdlnodci, przed oczekiwaniem na zakonczenie zadania potomnego, zadanie
macierzyste moze tworzy¢ kolejne zadania potomne. Jednak przed zakonczeniem sie, kazde zadanie
musi zaczeka¢ na zakonczenie sie wszystkich utworzonych przez siebie zadan potomnych. Zarazem
zadne zadanie nie moze czekaé¢ za zakonczenie sie zadania, ktorego samo nie utworzyto. Jesli do-
stepnych jest wystarczajaco wiele procesoréw, wszystkie utworzone zadania moga by¢ wykonywane
rownolegle; w przeciwnym przypadku niektore z nich musza czekaé na wolny procesor. Szeregowanie
zadan na procesorach jest transparentne dla programisty.

Poszczegélne zadania maja dostep do wspélnej pamieci (takiej jak zmienne globalne lub tablice
przekazywane jako parametry funkcji). Takie dostepy sa realizowane przez dwie atomowe operacje,
odczyt i zapis, ktére dziataja tylko na wartosciach typu int. Jesli wiele zadan korzysta z tej samej
lokalizacji pamieci (np. elementu tablicy) w tym samym czasie, operacje odczytu i zapisu sa sze-
regowane w pewien arbitralny sposéb. Doktadniej, podczas gdy wiele odczytéw moze odbywaé sie
jednoczesnie, zapisy wykluczaja sie wzajemnie (tzn. sa w rzeczywisto$ci wykonywane sekwencyjnie)
oraz wykluczaja sie z odczytami. Kolejnosé¢ takich wzajemnie wykluczajacych sie operacji jest poza
kontrola programisty. Odczyt i zapis to jedyne obstugiwane operacje atomowe.

Twoim zadaniem jest napisanie wydajnej réwnolegtej implementacji funkcji do obliczania sum
prefiksowych w modelu fork-join. Dla danej n-elementowej tablicy wejSciowej x o wartosciach cal-

kowitych, sumy prefiksowe tablicy x to n-elementowa tablica y taka, ze:

i x[0] jesli i =0,

Yyl = . . .
yli — 1] + z[i] w przeciwnym przypadku.

Doktadniej, musisz zaimplementowaé¢ nastepujaca funkcje:
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void prefix_sums(int const % x, int * y, int n);

gdzie x to tablica wejsciowa zawierajaca liczby caltkowite, y to tablica wynikowa, ktéra po za-
konczeniu dzialania funkcji powinna zawieraé¢ sumy prefiksowe, a n to dlugoéé obu tablic. Nalezy
przedstawi¢ pelny kod swojego rozwiazania (sam opis zostanie oceniony bardzo nisko). W szcze-
gblnoéci, jesli uzywasz funkcji pomocniczych, musisz réwniez je wszystkie zaimplementowaé¢. Dodaj
komentarze dotyczace nietrywialnych aspektéw Twojej implementacji. Oprécz implementacji mu-
sisz przedstawié¢ takze asymptotyczne ograniczenia na prace (ang. work, to jest sumaryczna liczbe
operacji wykonywanych przez wszystkie procesory) i dlugosé ciezki krytycznej (ang. span, to jest
czas wykonania przy zalozeniu dowolnie duzej liczby procesoréw). Nalezy podaé nie tylko koficowe
wzory, ale takze ich wyprowadzenia. Jesli Twoje rozwiazanie wykorzystuje dodatkowe tablice, mo-
zesz zalozyé, ze asymptotyczny koszt alokowania niezainicjowanej tablicy lub jej zwolnienia wynosi
©(1). Jesli musisz wybiera¢ pomiedzy minimalizacja pracy i dlugosci $ciezki krytycznej, preferuj
zmniejszenie tej drugiej wielkosci.

Bioinformatyka

ZADANIE 16.
(a) W wyniku sekwencjonowania DNA z wykorzystaniem technologii dajacej krotkie odezyty uzy-

skano nastepujacy zestaw odczytéow: {ACGTGT, GTCATT, ATTACG, GTGTCA}. Odtwoérz
sekwencje wejéciowa de novo, postugujac sie grafem de Bruijna.

(i) Zbuduj graf de Bruijna dla zadanych odczytéw, przyjmujac diugo$¢ k-meru k = 3.

(ii) Przeprowad? skladanie (asemblacje) wejsciowej sekwencji, znajdujac w zbudowanym grafie
Sciezke Eulera. Oznacz znaleziong Sciezke na grafie, numerujac kolejno tworzace ja krawe-
dzie, i zapisz uzyskana sekwencje.

(b) Jaka jest ztozono$é pamieciowa i czasowa budowy grafu de Bruijna zaleznie od liczby odczytow
(N), dlugosci odezytéw (n) i dlugosei k-meréw (k)?

(c) Wykorzystujac Sciezke Eulera zrekonstruuj sekwencje wejsciowa, wiedzac, ze sklada sie ona
z nastepujacych 3-meréw: {ACA, CAT, CAC, ACT, GCA, CTG, GGC}, przy czym jednego
3-meru z tej sekwencji brak w podanym zestawie. Zapisz wejsciowa sekwencje oraz brakujacy
3-mer.



